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Résumé
Le contexte général de cette thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation des écoulements
turbulents à phase dispersée anisothermes. Les travaux réalisés portent sur la compréhension
et la modélisation statistique des mécanismes de transport de température de particules solides
dans un écoulement d’air turbulent. Des simulations numériques directes (DNS) couplées aux
calculs de trajectoires, de vitesses et de températures de plusieurs dizaines de milliers de parti-
cules par simulations de particules discrètes (DPS) ont été menées pour une configuration aca-
démique de turbulence homogène isotrope soumise à un gradient de température moyen. Une
base de données de simulations a été réalisée pour différentes types de particules (différentes
inerties thermiques et dynamiques). Nous avons proposé un modèle Lagrangien stochastique
de la turbulence de température mesurée le long de la trajectoire des particules. Ce modèle est
utilisé pour fermer les équations aux moments de la phase dispersée dans le cadre de la modé-
lisation statistique des écoulements diphasiques basée sur la fonction de densité de probabilité
(pdf) jointe fluide-particule. En particulier, cette modélisation est appliquée pour notre confi-
guration afin de prédire les flux de chaleur et la variance de température des particules. Les
résultats obtenus sont confrontés aux résultats des simulations numériques.
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Abstract
The focus of this work is part of modelling of non-isothermal turbulent two-phase flows.
Particularly, it aims to explain and model heat transport mechanism between a turbulent gas
flow and solid particles. Direct Numerical Simulations (DNS) are performed coupled with La-
grangian particle trajectory and temperature calculations by Discrete Particle Simulations (DPS)
in the case of homogeneous isotropic turbulence with an imposed mean temperature gradient.
Database of simulations is realized changing particle dynamical and thermal inertia. A stochas-
tic Lagrangian model is proposed to close the thermal turbulence measured along the particle
path. In the framework of the statistical modelling based on the fluid-particle joint probability
density function, the moment transport equations of the dispersed phase are derived by using
this Lagrangian model. This modelling approach is applied to the present numerical flow confi-
guration to predict the turbulent heat flux and temperature variance of the dispersed phase. The
results are compared with the simulation results.
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Nomenclature
Lettres latines
Cp f chaleur massique du fluide
Cpp chaleur massique des particules
c f réalisation de vitesse du fluide
cp réalisation de vitesse des particules
dp diamètre des particules
Dt coefficient de diffusion turbulente du fluide
Dθ coefficient de diffusion thermique du fluide
Dtp coefficient de dispersion
f f fonction de densité de probabilité de vitesse et de température du fluide
fp fonction de densité de probabilité de vitesse et de température des particules
f f p fonction de densité de probabilité jointe fluide-particule de vitesse et de température
L f  Lg échelles de longueur intégrales longitudinales et transversales
Lθ échelles de longueur intégrales thermique
mp masse des particules
np nombre de particules par unité de volume
Nup nombre de Nusselt particulaire
p f champ de pression du fluide
Pf champ de pression moyen
Pr nombre de Prandtl
q2f énergie cinétique turbulente du fluide
q2f @p énergie cinétique turbulente du fluide "vue"
q2p énergie cinétique turbulente des particules
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Nomenclature
q f p covariance de vitesse fluide-particule
q2θ f variance de température du fluide
q2θ f @p variance de température du fluide "vue" par les particules
q2θp variance de température des particules
qθ f p covariance de température fluide-particule
ReL nombre de Reynolds basé sur l’échelle intégrale
Reλ nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Taylor
Rep nombre de Reynolds particulaire
RLv fonction d’autocorrélation de vitesse du fluide
RLθ fonction d’autocorrélation de température du fluide
RLθ f @p fonction d’autocorrélation de température du fluide "vu"
RLθp fonction d’autocorrélation de température des particules
RLxy fonction de corrélation croisée x-y
St nombre de Stokes dynamique
Stθ nombre de Stokes thermique
T E échelle temporelle Eulérienne dynamique du fluide
T L échelle temporelle Lagrangienne dynamique du fluide
T Eθ échelle temporelle Eulérienne thermique du fluide
T Lθ échelle temporelle Lagrangienne thermique du fluide
T Lf @p échelle temporelle Lagrangienne dynamique du fluide "vu"
T Lθ f @p échelle temporelle Lagrangienne thermique du fluide "vu"
T Lθp échelle temporelle Lagrangienne thermique des particules
u f vitesse du fluide
u f @p vitesse du fluide "vue" par les particules
up vitesse des particules
U f vitesse moyenne du fluide
U f @p vitesse moyenne du fluide "vue" par les particules
Up vitesse moyenne des particules
Ud vitesse de dérive turbulente
x position de l’espace
xp position d’une particule
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Nomenclature
Lettres grecques
αp fraction volumique des particules
η échelle de longueur de Kolmogorov
λ f  λg échelles de Taylor longitudinale et transversale
λθ échelle thermique de Taylor
Λ f conductivité thermique du fluide
ν f viscosité cinématique du fluide
ρ f masse volumique du fluide
ρp masse volumique des particules
τp échelle de temps de relaxation dynamiques des particules
τθp échelle de temps de relaxation thermiques des particules
τ¯p temps moyen de réponse dynamiques des particules
τ¯θp temps moyen de réponse thermique des particules
τK échelle de temps de Kolmogorov
θ f température du fluide
θ f @p température du fluide "vue" par les particules
θp température des particules
Θ f température moyenne du fluide
Θ f @p température moyenne du fluide "vue" par les particules
Θp température moyenne des particules
Θd température de dérive turbulente
ζ f réalisation de température du fluide
ζp réalisation de température des particules
Autres
X f @p quantité fluide "vue" par les particules
X  quantité fluctuante
d
dt 
D
Dt dérivée particulaire le long d’une particule solide ou d’un élément fluide

moyenne algébrique
	
Y

moyenne conditionné par la réalisation Y
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Nomenclature
DNS Simulation Numérique Directe
DPS Simulation de Particules Discrètes
THI Turbulence Homogène Isotrope
,i indice lié à la direction de l’espace
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Introduction
Les travaux réalisés au cours de cette thèse s’inscrivent dans le cadre de la modélisation des
écoulements diphasiques anisothermes.
Les écoulements diphasiques, de manière générale, ont connu une attention toute particulière
ces vingt dernières années au vu de leurs nombreuses implications dans diverses probléma-
tiques industrielles ou environnementales. En effet, on peut citer d’une part, le domaine de
l’automobile, où l’injection directe diesel ou essence a connu un essor considérable durant la
décennie passée. Ces développements technologiques ont impliqué entre autres l’amélioration
de la caractérisation de la distribution des gouttelettes de carburant depuis la sortie de l’injecteur
jusqu’à la chambre à combustion : fragmentation, coalescence, évaporation ou encore disper-
sion sont autant de phénomènes étudiés. D’autre part, les milieux naturels environnants sont le
siège de nombreux écoulements turbulents diphasiques avec par exemple le transport de pol-
luants dans l’atmosphère, la formation des nuages ou encore les éruptions volcaniques. Enfin,
le génie des procédés est un secteur industriel où les écoulements diphasiques sont particulière-
ment présents : lits fluidisés, craquage catalytique, combustion solide ou liquide... Ces exemples
non exhaustifs d’applications directes mettant en jeu des écoulements turbulents gaz-particules
souvent non-isothermes sont le reflet des enjeux scientifiques sous-jacents.
Ces écoulements diphasiques peuvent être caractérisés par une phase porteuse continue,
souvent turbulente (gaz ou liquide), transportant une ou plusieurs phase(s) dispersée(s) plus ou
moins dense(s) (gouttes ou particules). Ces deux phases interagissent et il existe des échanges
de quantité de mouvement, de masse, d’énergie ou de chaleur entre la phase continue et celle
dispersée tendant à modifier les propriétés dynamiques et thermiques de l’écoulement global.
Les modifications dynamiques de l’écoulement dispersé sont sensibles aux caractéristiques phy-
siques des particules et à la nature du fluide. En effet, pour les particules solides, suivant le taux
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de présence volumique en particules et le chargement massique, différents types d’écoulements
dispersés peuvent être considérés, des écoulements très dilués où la dispersion de particules
n’affecte pas la phase porteuse et n’est nullement affectée par les collisions interparticulaires,
aux écoulements plus chargés où les collisions interparticulaires jouent un rôle important sur
l’agitation des particules. Outre ces différents régimes d’écoulements, les propriétés globales de
l’écoulement peuvent être modifiées par les propriétés intrinsèques au fluide et aux particules.
Par exemple, suivant l’inertie dynamique des particules, des zones de l’écoulement peuvent
être le siège d’accumulation de particules : c’est le phénomène de concentration préférentielle.
De même, l’inertie thermique des particules et la capacité d’une particule à répondre aux fluc-
tuations de température du fluide tend à modifier la distribution spatiale de leur température.
Bien des études ont été réalisées afin de comprendre et caractériser l’évolution dynamique des
particules portées par des écoulements turbulents [67]...Toutefois, les études sur la dispersion
thermique dans les écoulements gaz-particules sont beaucoup moins nombreuses. Les réalisa-
tions expérimentales en matière de mesures relatives à la dispersion turbulente de particules
ou de gouttes ne constituent pas une ressource de données en raison de leur mise en oeuvre
délicate. Avec le développement des instrumentations de calculs (super-calculateurs, parallé-
lisation), les chercheurs se sont alors tournés vers l’outil numérique afin de l’utiliser dans le
cadre de problèmes plus fondamentaux. Ainsi, différentes approches numériques peuvent être
envisagées avec pour chacune leur niveau de précision et leur coût de mise en oeuvre :
– La simulation numérique directe diphasique consiste en la résolution des équations
de la turbulence et de la chaleur en tout point du domaine et autour de chaque inclusion
[25]. Le coût de cette approche devient prohibitif dès que le nombre d’inclusions aug-
mente un peu. Toutefois, elle reste très instructive quant à la description d’une particule
isolée dans un champ turbulent et à la compréhension des mécanismes physiques car les
hypothèses de mise en oeuvre sont pleinement réduites. Aujourd’hui avec ce type de mé-
thode, le nombre de particules suivies est de l’ordre de quelques centaines ce qui impose
l’utilisation de méthodes alternatives lorsque l’on s’intéresse à des situations concrètes
impliquant beaucoup plus de particules.
– L’approche Euler-Lagrange déterministe consiste à résoudre d’une part les équations
de Navier Stokes sur une grille Eulérienne, pour le fluide non perturbé par la présence des
particules, par simulation directe (DNS) ou par simulation des grandes échelles (LES) et
d’autre part, à suivre les évolutions Lagrangiennes dynamique et thermique de chaque
16
Introduction

particule. En fait, il s’agit de résoudre l’équation du principe fondamental de la dyna-
mique appliqué à chaque particule isolée. On obtient ainsi la trajectoire et la vitesse des
particules dans le champ fluide. De même, il suffit de résoudre le bilan énergétique appli-
qué à chaque particule pour obtenir l’évolution du champ de température des particules.
Ce type d’approches, que l’on nomme "expériences numériques", est réservé à l’étude de
configurations académiques comportant un nombre relativement important de particules
mais elle nécessite un coût de calcul important.
– L’approche Lagrangienne stochastique repose sur la modélisation statistique Lagran-
gienne de l’écoulement gaz-particules où la phase dispersée est décrite par le transport
de la fonction de densité de probabilité de vitesse et de température des particules. Avec
cette approche, on gagne en temps de calcul en comparaison avec l’approche détermi-
niste (le coût peut cependant rester important dans certaines configurations complexes),
on autorise la prise en compte de rebonds ou de collisions, mais la turbulence gazeuse
modélisée constitue une donnée du problème.
– L’approche Euler/Euler ou "aux moments" repose elle aussi sur la modélisation statis-
tique des écoulements gaz-particules. À l’instar des équations moyennes écrites et réso-
lues pour la phase fluide dans le cadre de méthode RANS, on écrit des équations de trans-
port des moments statistiques de la phase dispersée en considérant cette phase comme
continue. Pour résoudre ces équations, des termes de transferts entre la phase continue
et la phase dispersée doivent être modélisés. Bien que le niveau de précision (qui dé-
pend bien évidemment des modèles de fermeture) soit moindre, son faible coût de calcul
permet une mise oeuvre et une application possible dans des configurations industrielles
toujours plus complexes.
Cadre de l’étude
D’un point de vue général, l’étude des échanges thermiques dans les écoulements à phase dis-
persée constitue un sujet très ouvert. Au niveau expérimental, peu d’études existent sur le sujet.
Il existe néanmoins plusieurs travaux numériques : des simulations déterministes en turbulence
homogène isotrope [57] ou cisaillé [34], [35], ont été réalisées pour prédire la modification du
champ de température du fluide par la présence des particules. Shortoban et al. [61] ont réalisé
des simulations en conduite anisotherme et ont étudié la modification des variances de tempé-
rature du fluide et des particules suivant le taux de chargement en particules et le rapport entre
les temps de relaxation dynamique et thermique des particules. On peut aussi citer l’étude en
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canal chauffé de Boelens & Portela [7] qui montre que la température des particules est bien
plus corrélée avec la vitesse du gaz qu’avec la température. D’autres études en canal ont été réa-
lisées au travers de simulations Lagrangiennes stochastiques [11]. Dans le cadre de simulations
à plus grande échelle, Berlemont et al. [5] proposent une simulation basée sur une modélisation
Eulérienne-Lagrangienne pour étudier la vaporisation de gouttelettes au sein d’un jet turbulent.
L’objectif de ce travail est double. D’une part il s’agit de proposer une modélisation basée
sur une approche de type pdf pour les écoulements turbulents gaz-particles anisothermes. Notre
approche repose sur l’introduction de la fonction de densité de probabilité jointe fluide-particule
de vitesse et de température [63]. Plusieurs études ont été réalisées à partir de cette approche
afin de traiter les problèmes de transport de particules dans un écoulement turbulent (dispersion
de particules [19], concentration préférentielle de particules [26], étude du croisement de trajec-
toires, effets des collisions inter-particulaires [40, 24]). L’objectif principal consiste alors en la
fermeture de l’équation de transport de cette pdf dans le cadre des écoulements anisothermes.
La solution qui est retenue repose sur l’extension des fermetures de la turbulence dynamique
existante [63].
D’autre part, des "expériences numériques" sont alors mise en place afin de simuler le transport
de chaleur par une phase dispersée dans un écoulement turbulent homogène isotrope station-
naire soumis à un gradient de température. Le diamètre des particules considérées est plus
petit que les échelles caractéristiques du fluide et la phase dispersée est suffisamment diluée
pour négliger les collisions. La configuration monophasique choisie a été largement étudiée ces
quinze dernières années ce qui permet de valider précisément la turbulence monopahsique. En
effet, les propriétés Eulériennes du transport turbulent de température en écoulements mono-
phasiques ont été largement abordées par simulations directes dans les années 90 [54, 47]. Plus
récemment, quelques auteurs ont étudiés les statistiques Lagrangiennes du transport d’un sca-
laire passif dans un écoulement turbulent [80, 28]. Des études expérimentales en turbulence de
grille complètent aussi ces travaux numériques (Wharaft et al. [78]).
Plan du mémoire
Au cours du premier chapitre, nous présentons le transport de température dans un écoulement
turbulent d’air. Après avoir rappelé les éléments de la mécanique des milieux continus permet-
tant la formulation des équations Eulériennes de la phase gazeuse, les méthodes numériques
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FIG. 1 – Coupe 2D d’une simulation numérique directe représentant la configuration générique étudiée :
superposition des champs de temperature fluide et particules.
utilisées dans les simulations directes sont présentées et la configuration retenue est exposée.
L’analyse des résultats obtenus et la validation du champ thermique simulé constituent la der-
nière partie de ce chapitre.
Le deuxième chapitre traite de la modélisation Lagrangienne stochastique de la turbulence ther-
mique. D’abord, nous présentons et analysons les statistiques Lagrangiennes de notre écoule-
ment turbulent. Ces statistiques sont cruciales pour la modélisation stochastique qui constitue
la seconde partie de ce chapitre. Dans le cadre des méthodes pdf pour la modélisation des écou-
lements turbulents, des modèles stochastiques sont utilisés pour fermer l’équation de transport
de la pdf de vitesse. Un modèle couplé vitesse-température est proposé pour fermer cette fois
l’équation de transport de la pdf de vitesse et de température [16].
Le troisième chapitre présente de manière détaillée la modélisation des écoulements turbulents
gaz-particules depuis la description d’une particule isolée dans un écoulement turbulent jus-
qu’aux descriptions statistiques d’un ensemble de particules. En particulier, dans le cadre de
l’approche statistique basée sur la pdf jointe fluide-particule de vitesse et de température, une
modélisation stochastique Lagrangienne, basée sur le modèle présenté au second chapitre pour
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la turbulence thermique monophasique, est proposée pour fermer l’équation de transport de la
pdf jointe fluide-particule [63, 15].
Le quatrième chapitre constitue une base de données paramétriques DNS + DPS pour la disper-
sion anisotherme de particules solides en suspension dans un écoulement turbulent homogène
isotrope stationnaire soumis à un gradient de température. Une représentation de cette configu-
ration est donnée sur la figure 1. Nous présentons ainsi les cas de simulations, la méthodologie
de calcul, l’analyse et la validation des premiers résultats.
Enfin, dans le dernier chapitre, les résultats issus de la base de données DNS + DPS sont utilisés
pour analyser la dispersion thermique dans l’écoulement gaz-particule. Les caractéristiques du
fluide "vues" par les particules sont mesurées. Les prédictions des modèles formulés au chapitre
3 sont comparés aux résultats des simulations. En particulier, nous étudions précisément les flux
de chaleur fluide-particules qui pilotent les corrélations de température des particules (flux de
chaleur et variance de température).
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Simulation du transport de chaleur dans
un écoulement d’air turbulent
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Chapitre 1. Simulation du transport de chaleur dans un écoulement d’air turbulent
1.1 Introduction
Ce chapitre est consacré à l’étude numérique du transport turbulent de température dans un
écoulement gazeux incompressible. Nous présenterons dans un premier temps la mise en équa-
tion du problème physique, la méthodologie de forçage de la turbulence ainsi que les méthodes
numériques utilisées pour résoudre les équations dynamiques et thermiques de la phase gazeuse.
Puis, nous exposerons le traitement statistique des équations du gaz permettant d’obtenir
les caractéristiques moyennes du champ gazeux, paramètres déterminants dans le cadre d’une
approche macroscopique de l’étude de la turbulence. En effet, la connaissance de certaines
propriétés statistiques suffisent à caractériser l’agitation turbulente et ainsi à traiter un certain
nombre de problème pratique.
Enfin, nous étudierons le cas particulier d’une turbulence homogène isotrope soumise à un
gradient uniforme de température. La température sera considérée comme un scalaire passif
de l’écoulement. Les résultats des simulations numériques directes (DNS) seront présentés, en
particulier, nous exposerons le traitement statistique après résolution. La validation de ces simu-
lations sera l’objet du dernier paragraphe avec notamment l’analyse Eulérienne du champ fluide
qui sera comparée aux divers travaux théoriques et numériques réalisés sur cette configuration.
Des études numériques en turbulence forcée ou décroissante ont été réalisées (même si, pour
la turbulence décroissante, le choix du spectre d’énergie imposé initialement peut influencer le
comportement du scalaire) : on peut citer de manière non exhaustive Kerr pour ses études sur la
structure des petites échelles du champ d’un scalaire passif [38] et sur les spectres de variance
du scalaire. Holzer et al. [32] et Pumir [54] ont aussi travaillé sur le transport turbulent d’un sca-
laire passif dans un écoulement en turbulence homogène isotrope soumis à un gradient moyen
imposé, en se focalisant sur l’étude des PDF de fluctuations du scalaire et du gradient scalaire.
Ses travaux ont été poursuivis par Overholt et Pope [47], où cette configuration fut l’objet de
travaux importants et dont les résultats nous serviront de principales références. De plus, des
études expérimentales ont été entreprise au même moment par Warhaft et. al [78] sur la forme
des distributions de températures et de gradients de température. Une revue complète sur l’en-
semble de ces travaux des années 1990 a été publiée en 2000 sur laquelle nous appuierons nos
analyses comparatives.
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Cette configuration monophasique présentée et détaillée au cours ce chapitre constitue l’écou-
lement gazeux de référence au cours de notre étude (modélisation stochastique au chapitre 2,
champ porteur pour le transport de particules solides aux chapitres 4 et 5). Nous étudierons
donc l’influence des nombres de Reynolds et de Prandtl sur l’écoulement et nous présenterons
finalement les configurations retenues pour la suite de notre étude.
1.2 Formalisme et mise en équation
1.2.1 Équations locales du champ de vitesse de l’écoulement
Dans le cadre de cette étude, nous considérons des écoulements turbulents de fluides New-
toniens incompressibles. L’étude de la turbulence s’inscrit dans le cadre de la mécanique des
milieux continus. En pratique, nous nous intéressons à un gaz incompressible - de l’air - dé-
fini par sa vitesse uf et sa pression p f . Le modèle de Navier Stokes permet ainsi d’écrire les
équations locales instantanées de conservation de masse et de quantité de mouvement :
– Équation de continuité :
∂u f  i
∂xi 
0 (1.1)
– Équation de Navier Stokes :
∂u f  i
∂t

u f  j
∂u f  i
∂x j  
1
ρ f
∂p f
∂xi

∂τi j
∂x j
(1.2)
où τi j sont les composantes du tenseur des contraintes visqueuses définies par :
τi j

ν f
∂u f  i
∂x j

∂u f  j
∂xi
(1.3)
ν f et ρ f désignent respectivement la viscosité cinématique et la masse volumique du gaz. Ces
équations sont résolues par Simulation Numérique Directe (DNS) ; l’ensemble de la gamme des
échelles spatiales présentes dans l’écoulement est entièrement calculé et nous considérerons ces
simulations comme de véritables "expériences numériques" afin de mesurer les grandeurs sta-
tistiques de notre écoulement. De plus, les petites échelles de la turbulence ont un effet notoire
[79] sur le transport d’un scalaire passif et c’est pourquoi nous avons choisis d’utiliser la simu-
lation directe afin de proposer une base de cas test entièrement résolus. La contrepartie d’une
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telle approche est un coût de calcul rapidement prohibitif lorsque l’on augmente le régime tur-
bulent de l’écoulement. Actuellement, des calculs en turbulence homogène isotrope permettent
de simuler des nombres de Reynolds turbulent relativement élevé (Kaneda [37] a réalisé une
simulation avec un nombre de Reynolds de l’ordre de 1000) mais le domaine de calcul peut
contenir jusqu’à 40963 points !
Néanmoins, en dépit de l’augmentation constante des moyens de calculs, nous devons garder à
l’esprit que cette approche reste "chère" et inutilisable dans la plupart des cas pratiques. En effet,
selon Kolmogorov, la séparation entre les grandes (échelle intégrale L f ) et les petites (échelle
de Kolmogorov η) échelles de la turbulence augmente avec le nombre de Reynolds turbulent
( Lη

Re3 4L ). Pratiquement, pour décrire la plus petite échelle de la turbulence, il faut au moins
des mailles de calcul de la taille de cette échelle ce qui se traduit par un raffinement du domaine
de calcul qui varie en Re9 4.
1.2.2 La Turbulence Homogène Isotrope (THI)
Au cours de ces travaux, nous nous sommes intéressés au cas des écoulements turbulents
homogènes isotropes (THI) forcés sans vitesse moyenne. Nous rappelons alors dans cette partie
les propriétés d’un tel écoulement ainsi que la méthodologie que l’on utilise pour le générer.
1.2.2.1 Des propriétés particulières de l’écoulement
Suivant Reynolds, il est possible de décomposer la vitesse instantanée du gaz uf en une
partie moyenne Uf =

uf

et une partie fluctuante uf :
u f  i

U f  i

u f  i (1.4)
Un écoulement turbulent est homogène si les corrélations statistiques de ce champ sont inva-
riantes par translation. En d’autres termes, l’homogénéité d’un champ turbulent se traduit par la
stationnarité des corrélations statistiques des vitesses fluctuantes :

i j  ,  u f  i

x

t  u f  j

x

t 



u f  i

x
 L

t  u f  j

x
 L

t 
 (1.5)
Un champ turbulent homogène est isotrope si les corrélations statistiques ne dépendent plus de
la direction dans laquelle elles sont calculées. En d’autres termes, les corrélations sont inva-
riantes par rotations et symétrie planes en tout point du champ :

i j  ,  u f  i

x

t  u f  i

x

t 



u f  j

x

t  u f  j

x

t 
 (1.6)
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Les propriétés particulières d’homogénéité et d’isotropie, bien qu’elles ne soient jamais satis-
faites dans les écoulements réels, permettent le développement théorique et le traitement ma-
thématique des équations qui régissent l’écoulement.
1.2.2.2 Forçage de la THI
Les écoulements turbulents sont par nature dissipatifs : les grandes et petites échelles de la
turbulence interagissent entre elles, augmentant ainsi le taux de dissipation au sein de l’écou-
lement. Aussi la turbulence d’un écoulement fluide décroît elle rapidement s’il ne reçoit pas
d’énergie de l’environnement extérieur. C’est pourquoi, afin de simuler une THI forcée station-
naire, on injecte artificiellement au cours du temps de l’énergie au fluide. Plusieurs méthodolo-
gies existent pour forcer la turbulence du fluide.
D’abord, il y a les approches déterministes [48] utilisées dans différentes études numériques
[19, 79] qui consistent à caler à chaque pas de temps le niveau d’énergie sur une plage de
nombres d’onde correspondant aux grandes échelles de la turbulence. Ce "calage" s’effectue
sur la base d’un spectre analytique de référence aux propriétés correspondantes à une turbu-
lence de grille.
Ensuite, on trouve les approches stochastiques qui consistent à ajouter à l’équation de Navier
Stokes formulée dans l’espace des phases une force aléatoire dont l’amplitude, la fréquence et
la plage de nombre d’onde forcés sont à déterminer. Cette dernière approche sera retenue et en
particulier le schéma de forçage proposé par Eswaran & Pope [23] est utilisé pour forcer la tur-
bulence au cours du temps. Ce schéma nous permet d’avoir un contrôle sur les caractéristiques
à grandes échelles de l’écoulement. Février [26], dans le cadre de sa thèse, a implémenté ce
schéma de forçage dans le code de calcul que nous utiliserons et a réalisé une étude paramé-
trique pour déterminer l’influence du paramétrage de ce forçage sur les différentes échelles de
la turbulence. Nous allons dans ce paragraphe formuler le processus de forçage et nous retien-
drons les principaux résultats de Février [26] pour "caler" notre turbulence.
Formulation du schéma de forçage
La formulation complète du schéma de forçage utilisé dans cette étude provient de l’étude
d’Eswaran & Pope [23]. Nous reprenons ici les principaux éléments de la méthodologie du
forçage stochastique. Le principe consiste donc en l’ajout d’une force aléatoire dans l’équation
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E(k)
k k k
min max
FIG. 1.1 – Représentation schématique de la forme d’un spectre d’énergie en turbulence développée.

kmin;kmax  est l’intervalle de nombre d’onde sur lequel on applique le forçage stochastique.
de Navier Stokes écrite dans l’espace des phases :
∂uT F
∂t

k

t 

aT F

k

t 

aF

k

t  (1.7)
où uT F

k

t  ,aTF

k

t  et aF

k

t  représente, respectivement, la transformée de Fourrier de la vi-
tesse fluide, celle des termes d’advection et des termes de droite de l’équation de Navier Stokes
et la force aléatoire. Cette force aléatoire est appliquée à faible nombre d’onde sur la plage

kmin;kmax  (voir figure 1.1) et influence uniquement les grosses structures de l’écoulement.
Eswaran & Pope proposent pour déterminer aF  k

t  d’effectuer un tirage pour chaque compo-
sante du vecteur indépendant les uns des autres suivant un processus aléatoire de Uhlenbeck-
Ornstein. Il s’agit en fait de construire au cours du temps un vecteur complexe b  k

t  en tirant
une partie réelle et une partie imaginaire pour chaque composante de ce vecteur suivant ce
processus stochastique :
Re
 bi 

t
 ∆t 

1

∆t
TF
Re
 bi 

t 
 Γ
2σ2F∆t
TF
(1.8)
Im
 bi 

t
 ∆t 

1

∆t
TF
Im
 bi 

t 
 Γ
2σ2F∆t
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(1.9)
où Γ est un nombre aléatoire tiré d’une distribution normale réduite. σ2F , la variance du forçage
et TF l’échelle de temps du forçage sont deux paramètres du schéma de forçage. Une fois le
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tirage de ces six composantes effectué, à partir du vecteur b, on construit le vecteur final aF à
divergence nulle (de sorte à ce qu’il vérifie l’équation de continuité dans l’espace de Fourrier) :
aF

k

t 

b

k

t 

b

k

t 

k
k

k
k (1.10)
Enfin, dans le but d’obtenir un spectre plus régulier au niveau des plus grands nombres d’onde
forcés, la force aléatoire aF est filtrée dans l’espace des phases avant de transposer l’équation
obtenue dans l’espace physique. Cette étape de filtrage est réalisée avec la fonction de filtrage
Z f proposée par Overholt et Pope [48].
f  k

kmax  ξ 

tanh kmax

k
ξ kmax H
 kmax

k  (1.11)
où H est la fonction de Heaviside et ξ

0

2.
Outre le fait que cette méthodologie fut utilisée par plusieurs auteurs (Par exemple Overholt
[47] dans le cadre du transport d’un scalaire passif dans une THI forcée ou Sundaram [71] pour
l’étude des collisions dans les écoulements turbulent gaz-particules), cet algorithme de forçage
a été validé par Février [26] et utilisé par Fede [24] dans le code de calcul que nous utilisons.
Nous nous référerons aux conclusions de ces deux derniers auteurs pour utiliser le schéma de
forçage dans notre étude.
Principaux résultats de Février (2000)
Le schéma de forçage est donc piloté par trois paramètres, la plage de nombres d’onde for-
cés, l’amplitude avec laquelle on force la turbulence et le temps durant laquelle elle est forcée.
Le réglage de ces paramètres est très important afin d’obtenir une turbulence homogène iso-
trope avec de bonnes propriétés statistique. Le passage suivant, tiré de Fede (2004), présente les
principales recommandations concernant le paramétrage du schéma de forçage proposées par
Février :
– La plage de nombres d’ondes de forçage  kmin  kmax  agit directement sur la taille des gros
tourbillons. La comparaison des spectres issus de deux DNS dont les plages de nombre
d’onde forcés sont  0

2  2 k0  (où k0 est le plus petit nombre d’onde la simulation) et

2k0  6k0  , montre que les petites structures ne sont pas modifiées par ce paramètre. Par
contre, les grosses structures de l’écoulement, elles, sont fortement modifiées par l’ajout
d’énergie dû au forçage. Aussi, un forçage réalisé sur  0

2  2k0  génère des tourbillons
de taille comparable à la dimension de la boîte. Suivant les recommandations de Fé-
vrier [26], pour l’ensemble de nos simulations, la plage de nombres d’ondes forcés est
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
2k0  6k0  , ce qui nous permet d’avoir des échelles intégrales de longueurs environ dix
fois plus petites que la taille de la boite.
– La variance du schéma de forçage σF permet de contrôler la quantité d’énergie injectée
et par conséquence l’énergie turbulente du fluide.
– Les simulations numériques de Février [26] montrent que l’échelle de temps caractéris-
tique du forçage TF agit directement sur le temps Eulérien de la turbulence τE . Par contre,
il n’a pas d’effet notable sur le temps de retournement d’un tourbillon Te, ni sur le temps
Lagrangien du fluide τtf . Il ressort de cette étude que TF doit être petit devant Te.
1.2.3 Équations locales du champs de température de l’écoulement
Nous allons, dans cette partie, établir l’équation de transport de la température dans un
écoulement turbulent homogène isotrope. Dans notre étude, nous nous limiterons au champ de
température comme un cas particulier de champ scalaire passif. Aussi ferons nous référence
indifféremment aux travaux qui traitent de transport de température ou de scalaire passif. Le
caractère passif signifie que le champ thermique ne modifie pas le champ de vitesse. De plus,
l’évolution spatio-temporelle d’un scalaire passif suit une loi du type convection-diffusion. Tou-
tefois nous allons formuler l’équation locale de température à partir de la conservation du bilan
d’énergie du gaz afin de rappeler les termes que l’on néglige.
La conservation de l’énergie s’écrit localement sur une domaine de l’espace occupé par le fluide
[12] :
ρ f
dE
dt

σi j
∂u f  i
∂x j 
∂Q f  i
∂xi
 R (1.12)
L’opérateur ddt représente
∂
∂t

u f  i ∂∂xi . E, Q f  i, et R représentent, respectivement, l’énergie in-
terne spécifique du milieu, le flux de chaleur, et une densité volumique définissant un taux de
chaleur fourni par des éléments extérieurs au milieu considéré (rayonnement, effet Joule, réac-
tion chimique). En utilisant les lois de comportement thermomécanique pour modéliser, d’une
part le flux de chaleur et d’autre part le tenseur des contraintes du fluide, on peut réécrire cette
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équation. En effet, la loi de Fourier nous donne localement :
Q f  i

Λ f  i j
∂θ f
∂x j
(1.13)
On note dans cette loi Λ f  i j le tenseur de conduction thermique du fluide. Or, dans le cas d’un
fluide isotrope (et c’est le cas pour une majorité de milieu), ce tenseur s’écrit Λ f  i j

Λ f δi j. Il
vient alors pour la loi de conduction,
Q f

Λ f ∇θ f (1.14)
On obtient ainsi les deux lois de comportement thermomécanique permettant la réécriture de
l’équation de conservation d’énergie.
σi j

p f δi j  τi j (1.15)
Q f  i

Λ f
∂θ f
∂xi
(1.16)
En outre, en utilisant la relation entre l’énergie et l’enthalpie : H

E  p f ﬀ ρ f , on obtient
l’équation de conservation de l’enthalpie :
ρ f
dH
dt

dp f
dt

∂
∂xi

Λ f
∂θ f
∂xi


τi j
∂u f  i
∂x j
 R (1.17)
On suppose dans notre étude que le terme source de densité volumique R est supposé nul. La
capacité calorifique et la conductivité thermique du gaz sont supposées constantes. On peut ainsi
déduire de l’équation 1.17, l’équation suivante pour la température
ρ fCp f
dθ f
dt

dp f
dt

τi j
∂u f  i
∂x j
 Λ f
∂2θ f
∂x j∂x j
(1.18)
Enfin, on peut montrer qu’à faible nombre de Mach, les termes de pression et de dissipation
thermique sont négligeables devant les autres termes de l’équation. On obtient alors l’équation
de transport du champ de température instantanée :
∂θ f
∂t

u f  j
∂θ f
∂x j 
κ f
∂2θ f
∂x j∂x j
(1.19)
Avec κ f

Λ f
ρ fCp f
qui représente la diffusivité thermique du fluide.
La température suit alors une loi de type convection-diffusion comme nous l’avions suggéré
pour le transport d’un scalaire passif en début de paragraphe. De même que pour le champ de
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vitesse, on peut décomposer suivant Reynolds la température instantanée en une partie moyenne
Θ f


θ f

et une fluctuante θ f :
θ f

x

t 

t 

Θ f

x

t 

t 
 θ f

x

t 

t  (1.20)
Nous avons vu au paragraphe précédent que l’équation établie sur la vitesse instantanée est
identique à celle sur les fluctuations dans le cas de notre turbulence homogène isotrope sans
écoulement moyen. Le champ de température, quant à lui, ne possède pas la propriété d’isotro-
pie et un gradient moyen de température est imposé selon une direction privilégiée. Afin d’ob-
tenir l’équation sur les fluctuations de température, on moyenne l’équation (1.19) (moyenne de
Reynolds) et on soustrait l’équation obtenu à l’équation (1.19). Après quelques développements
analytiques, on obtient les équations suivantes :
∂Θ f
∂t
 U f  j
∂Θ f
∂x j 
κ f
∂2Θ f
∂x j∂x j 
∂  u f  jθ f

∂x j
(1.21)
∂θ f
∂t
 U f  j
∂θ f
∂x j

u f  j
∂Θ f
∂x j

u f  j
∂θ f
∂x j 
∂  u f  jθ f

∂x j 
κ f
∂2θ f
∂x j∂x j
(1.22)
On peut noter que dans les deux équations précédentes, les deux premiers termes d’advection
par la vitesse moyenne sont identiquement nuls dans notre cas. Pour calculer les champs dy-
namique et thermique de notre écoulement, nous allons résoudre numériquement les équations
(1.1), (1.2) et (1.22). Les conditions du calcul numérique sont précisées lors du prochain para-
graphe.
1.3 Conditions du calcul numérique
La résolution des équations de Navier-Stokes et de fluctuations de température s’effectue
avec le code de calcul JADIM. Ce code, développé à l’IMFT, permet la résolution d’écoulement
incompressible, monophasique (avec ou non suivi de scalaire passif), turbulent par résolution
LES, diphasique (suivi d’interface par méthode VOF ou particulaire),... sur des configurations
complexes à géométrie éventuellement curviligne. Nous évoquons dans ce document les mé-
thodes numériques utilisées sans toutefois exposer leur contenu en détail. Le lecteur intéressé
est invité à consulter les thèses de Legendre [41] ou Calmet [10] pour plus de précisions.
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FIG. 1.2 – Représentation schématique de la configuration étudiée dans cette étude : une THI soumise à
un gradient de température dans la direction y de l’écoulement.
1.3.1 Géométrie et configuration du domaine de calcul
Le domaine de calcul est une boite cubique de longueur LB

12

8 cm. Le maillage de cette
boite est cartésien et le pas d’espace du maillage est constant dans les trois directions. Les grilles
utilisées comportent de 64 à 256 points par direction suivant les cas. Les calculs préliminaires
sur des maillages de  64  3 points ne sont pas présentés car ils ont servi à la validation des dé-
veloppements numériques. Seuls les résultats de calculs sur les maillages avec  128  3 et  256  3
points seront analysés.
Nous imposons des conditions limites périodiques sur le champ de vitesse. Il est donc possible
de comparer ce domaine à une partie représentative d’un écoulement infini dans les trois di-
mensions de l’espace. De plus, la boite est soumise à un profil de température moyenne linéaire
dans la direction y et uniquement dans cette direction. Cette hypothèse se traduit par :
∂  θ f

∂x

∂  θ f

∂z

0 (1.23)
∂  θ f

∂y

ζ (1.24)
Où ζ est la valeur constante du gradient de température imposé. On note désormais pour alléger
les notations x

x1, y

x2 et z

x3.
Ce choix de configuration impose un champ de température moyenne particulier non nul, ce
qui engendre un champ de température instantanée non homogène. C’est la grande différence
avec le champ de vitesse pour le traitement des conditions limites. En effet, deux possibilités
peuvent être envisagées pour calculer le champ de température. La première option consiste
à résoudre l’équation sur le champ instantané, en considérant le gradient moyen comme une
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Noeud de pression, température
Noeud de vitesse tangentielle
Noeud de vitesse normale
FIG. 1.3 – Représentation du maillage décalé utilisé pour le calcul des vitesses, pression et température
du fluide.
condition limite du champ de température. La deuxième consiste à résoudre l’équation sur le
champ fluctuant de la même manière que l’équation sur les vitesses, avec des conditions limites
de type périodiques. L’influence du gradient moyen imposé se traduisant alors par un terme
source dans l’équation des fluctuations (voir le développement de l’équation (1.22)). Pour notre
configuration, cette équations se réécrit donc
∂θ f
∂t

u f  j
∂θ f
∂x j 
v f ζ  κ f
∂2θ f
∂x j∂x j

∂  u f  jθ f

∂x j
(1.25)
où v f représente la composante de vitesse dans la direction y du champ de vitesse v f

u f  2.
(Notons au passage que le dernier terme de cette équation est nul dans le cas de notre configu-
ration homogène).
Le choix de cette deuxième méthode pour calculer le champ de température semble judicieux
au vu du traitement simplifié des conditions limites et nous avons implémenté cette équation
simplifiée (1.25) dans le code de calcul JADIM.
1.3.2 Schémas numériques
L’ensemble des modifications et adaptations du code Jadim pour simuler une THI station-
naire ont été principalement apportées au par Février [26] au cours de sa thèse. Nous avons donc
repris avec attention ces recommandations comme exposé dans le paragraphe §1.2.2. La discré-
tisation spatiale du domaine se fait par la méthode des volumes finis sur un maillage décalé. En
effet, les grandeurs scalaires (pression, température) sont calculées au centre des mailles, tandis
que les composantes de vitesse sont décalées sur la grille (voir figure 1.3). Les dérivées spatiales
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sont évaluées par des schémas centrés d’ordre 2. L’équation de quantité de mouvement est ré-
solue au centre des mailles, ce qui nous oblige à interpoler les dérivées au centre des mailles
(cette manoeuvre respecte l’ordre du schéma de discrétisation). L’avancement en temps de la
solution se fait par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2.
L’équation des fluctuations de température (1.25) est résolue avec les mêmes schémas numé-
riques que ceux appliqués pour l’équation de Navier-Stokes . D’un point de vue pratique, le
champ de température instantanée du temps tn est décomposé en un champ moyen et un champ
fluctuant avant la résolution au temps tnﬂ 1 de l’équation. Le champ moyen doit correspondre
bien évidemment au gradient imposé. La reconstruction du champ instantané au temps tnﬂ 1 peut
se faire dans un dernier temps pour le post-traitement des résultats.
1.4 Analyse statistique de la turbulence
Il s’agit dans cette partie de réaliser une analyse statistique à posteriori ou après simulation.
On ne cherche pas à écrire des équations moyennes de type RANS dans un but de modélisation,
mais plutôt à exhiber les termes qui apparaissent dans les équations moyennes notamment ceux
qui sont non nuls dans notre configuration et de les mesurer à partir des résultats de simulations
numériques. Avant cela, nous expliquerons la procédure retenue pour effectuer les moyennes
statistiques.
1.4.1 Opérateur de moyenne statistique
1.4.1.1 Moyenne d’ensemble
La moyenne d’ensemble est une moyenne sur un ensemble de réalisations possibles d’un
écoulement turbulent. En fait, on parle de réalisations possibles en ce sens que des variations
imperceptibles indépendantes de l’observateur ou des conditions initiales conduisent à l’en-
registrement de mesures de l’écoulement différentes d’une réalisation à l’autre. La moyenne
d’ensemble de n réalisations de X n’est autre que l’espérance mathématique de X, c’est-à-dire
la moyenne statistique sur les n réalisations de X :
X

1
n
n
∑
iﬃ 1
Xi (1.26)
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Cet opérateur de moyenne est linéaire, idempotent et il commute avec la dérivée. En clair, on
respectera les propriétés suivantes lors des opérations de moyennage des équations de la phase
gazeuse :
X  Y

X  Y (1.27)
λ  X

λ  X (1.28)
X

Y

X

Y  x

y (1.29)
∂X
∂z

∂X
∂z (1.30)
où X et Y sont deux réalisations du système pour lesquelles on a respectivement introduit
X

X  x et Y

Y  y et λ est un scalaire. En pratique, la moyenne d’ensemble est com-
plexe à mettre en oeuvre car il est bien difficile de collecter un nombre suffisant d’échantillons
représentatifs de la réalisation X. Toutefois, des propriétés particulières de l’écoulement peuvent
nous amener à admettre l’équivalence entre la moyenne d’ensemble et les moyennes temporelle
ou spatiale.
1.4.1.2 Moyennes temporelle et spatiale
Lorsque l’écoulement turbulent est stationnaire, nous admettrons que l’évolution aléatoire
du système au cours d’une période de temps T suffisamment longue apporte la même informa-
tion qu’un ensemble fini de réalisations : c’est l’hypothèse d’ergodicité. La moyenne temporelle
X du signal X(t) se définit par :
X

1
T
T
0
X

t  
1
n
n
∑
iﬃ 1
Xi (1.31)
où Xi

X

ti  , t


ti  iﬃ 1 ! ! n étant un intervalle de temps avec t1

0 et tn

T .
Dans le cas où le système étudié est homogène dans une ou plusieurs directions de l’espace, il
conviendra de substituer la moyenne d’ensemble par une moyenne arithmétique spatiale dans
les directions d’homogénéité de l’écoulement. Dans la suite du document, nous noterons

.

la
moyenne dans les trois directions de l’écoulement. On pourra, lorsque cela est justifié, moyenner
cette quantité en temps. Toutefois, dans tous les cas, il faut veiller à moyenner sur des intervalles
de longueur et de temps tels que les moyennes réalisées soient représentatives des phénomènes
étudiés. Dans le cas de la turbulence homogène isotrope, Février [26] préconise une longueur
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spatiale de l’ordre de 10 fois l’échelle de longueur intégrale, ainsi qu’une durée de l’ordre de
10 fois l’échelle intégrale.
1.4.2 Équations moyennes de la phase gazeuse
En passant des équations instantanées à celles du champ moyen, on pert l’information liée
au champ fluctuant. Cette constatation est valable pour le champ de vitesse comme pour le
champ de température. Pour le champ de température, par exemple, cette information est en
fait contenue dans l’équation (1.22). A partir d’un traitement statistique de cette équation, il est
possible d’écrire les équations de transport des propriétés statistiques fluctuantes, en particulier
celle des corrélations de fluctuations de température

θ 2f

. Cette équation s’écrit alors :
∂  θ 2f

∂t
 U f  j
∂  θ 2f

∂x j  
2

u f  jθ f
 ∂Θ f
∂x j 
∂  u f  jθ 2f

∂x j

κ f
∂2  θ 2f

∂x j∂x j 
2κ f
∂θ f
∂x j
∂θ f
∂x j
(1.32)
Il apparaît alors que la production de variance de température est portée par le flux turbulent de
température

u f  iθ f

. Ce flux est aussi à l’origine du terme de couplage dans l’équation de la
température moyenne (voir équation (1.21)). Son équation de transport s’écrit alors :
∂  u f  iθ f

∂t
 U f  j
∂  u f  iθ f

∂x j  

u f  iu f  j
 ∂Θ f
∂x j 

u f  jθ f
 ∂U f  i
∂x j 
∂  u f  ju f  iθ f

∂x j

1
ρ f
θ f
∂Pf
∂xi

κ f

u f  i∇2θ f


ν f

θ f ∇2u f  i
 (1.33)
Cette fois, le terme de production de flux turbulent de température est piloté par les corrélations
de fluctuations de vitesse

u f  iu f  j

. L’équation des contraintes de Reynolds s’écrit classique-
ment :
∂  u f  iu f  j

∂t
 U f  j
∂  u f  iu f  j

∂x j 

u f  iu f  k
 ∂U f  j
∂xk


u f  ju f  k
 ∂U f  i
∂xk 
∂  u f  ku f  iu f  j

∂xk

1
ρ f

u f  i
∂Pf
∂x j



u f  j
∂Pf
∂xi


ν f
∂2  u f  iu f  j

∂xk∂xk 
2ν f

∂u f  i
∂xk
∂u f  j
∂xk
 (1.34)
L’intérêt de notre configuration réside dans sa propriété de stationnarité. En effet, cette propriété
fut mis en évidence par Corssin [14], et la corrélation  θ f θ f

atteint une valeur constante au
bout d’un certain temps caractéristique. Nous verrons par la suite qu’un état d’équilibre est
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FIG. 1.4 – Évolution temporelle des trois composantes de la corrélation vitesse température mesurée
dans l’une de nos simulations ; les symboles représentent " : # u$ f θ$ f % , & : # v$ f θ$ f % , : # w$ f θ$ f % et ( )
l’opposé de la norme du flux.
atteint et le champ thermique sera donc statistiquement stationnaire au même titre que le champ
dynamique. Au vu des propriétés d’homogénéité et de stationnarité, on peut d’ores et déjà noter
en supposant l’état stationnaire du système atteint :

θ f θ f


Cte (1.35)

u f θ f



w f θ f


0 (1.36)

v f θ f


Cte (1.37)
où les composantes des fluctuations vitesse sont notées u f

u f  1 et w f

u f  3. Les deuxième et
troisième remarques (1.36) et (1.37) restent liées à la configuration de l’écoulement. Le gradient
de température moyenne imposé dans la direction y implique, en effet, que les composantes du
flux turbulent de température dans les directions orthogonales aux gradient soient nulles. De
plus, le flux dans la direction du gradient est négative. Les particules fluides qui migrent vers le
haut de la boite ont une température inférieure à celles du milieu où elles arrivent, et il en est
de même inversement. C’est pourquoi la probabilité la plus forte est de trouver une fluctuation
de température négative (respectivement positive) associée à une fluctuation de vitesse posi-
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FIG. 1.5 – Évolution temporelle des trois composantes de la dissipation thermique mesurée dans l’une
de nos simulations ; les symboles représentent " : ' κ f #
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tive (respectivement négative). Ces corrélations ont été mesurées dans les simulations réalisées
et ces résultats vérifiés. La figure 1.4 représentant ces corrélations et provenant d’une de nos
simulations illustre ces résultats. Attendu que les dérivées spatiales et temporelles des corréla-
tions (1.35) - (1.37) sont nulles, l’équation de transport des corrélations  θ 2f

peut se réécrire
simplement :
1
2
∂  θ 2f

∂t


v f θ f
 ζ

κ f

∂θ f
∂x j
∂θ f
∂x j
 (1.38)
L’équation (1.38) n’est autre que le bilan de variance de température fluide. Le terme de gauche
1
2
∂ ) θ* 2f +
∂t représente l’évolution temporelle de la variance de température. Ce terme est théorique-
ment nul au vu du caractère stationnaire de notre configuration. Le premier terme de droite


v f θ f
 ζ représente le terme de production de variance de température par le gradient moyen.
Ce terme est positif car la corrélation

v f θ f

est négative. Le deuxième terme

κ f
 ∂θ* f
∂x j
∂θ* f
∂x j

qui
tend à s’opposer à la production, est la dissipation de variance de température, c’est-à-dire la
tendance naturelle de l’écoulement à homogénéiser les fluctuations de température. Notons que
ce terme est globalement isotrope comme on peut le voir sur la figure 1.5.
Il n’est pas question de résoudre l’équation moyenne (1.38), mais nous allons l’utiliser pour
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valider le calcul du champ de température. Nous vérifierons en effet que le bilan de variance est
fermé lors de nos simulations (cf. §1.5.1). De plus, nous avons noté que le terme de production
de variance provenait de la compétition entre le flux de température et le gradient de tempéra-
ture moyenne ζ. Nous allons donc réécrire l’équation de transport du flux en tenant compte des
hypothèses liées à l’écoulement considéré. En effet, le flux se réduit à sa simple composante sur
la direction y,
∂  v f θ f

∂t


v f v f
 ζ

1
ρ f
θ f
∂P
∂y


κ f

ν f 
∂v f
∂x j
∂θ f
∂x j
(1.39)
Cette équation est similaire à l’équation de transport des contraintes de Reynolds. Le premier
terme correspond à l’évolution temporelle du flux turbulent de température, le deuxième au
terme de production, le troisième au terme de correlation température-pression, et le dernier
au terme de dissipation. Le terme de dissipation est souvent négligé si l’hypothèse d’isotropie
locale est valable. C’est le cas lorsque le nombre de Reynolds turbulent est très grand, le terme
de production est alors équilibré uniquement par le terme de correlation temperature-pression.
Overholt & Pope [47] montre pour illustrer ce phénomène que le rapport entre le terme de
dissipation et celui de production décroît vers zéro avec l’augmentation du nombre de Reynolds.
Ils précisent même que la dépendance se formalise par une loi en 4

61Re , 0  769λ . Pour valider
l’hypothèse d’isotropie locale - en supposant que la dissipation représentant 5% de la production
est un critère suffisant pour négliger le terme de dissipation - le nombre de Reynolds turbulent
basé sur l’échelle de Taylor devrait valoir à peu près 350. Sur la figure 1.6, on a superposé la loi
proposée par Overholt & Pope ainsi que les résultats de nos simulations. Il apparaît clairement
que dans nos différents cas de figures, le terme de dissipation n’est pas négligeable.
1.5 Résultats des simulations numériques du transport de tem-
pérature en THI stationnaire
Cette dernière partie de ce chapitre est dédiée à l’analyse des simulations numériques de
turbulence homogène isotrope soumise à un gradient moyen de température linéaire (cf. figure
1.2) qui ont été réalisées avec le code de calcul JADIM. Des simulations d’écoulements tur-
bulent homogène et isotrope ont déjà été entreprises au laboratoire [26, 24], pour l’étude de
la dispersion turbulente de particule ou l’étude des collisions inter-particulaire, et nous avons
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FIG. 1.6 – Rapport du terme de dissipation sur le terme de production dans l’équation de flux turbulent
de température. La ligne continue représente la loi de Overholt et Pope, les symboles sont les résultats
de nos simulations.
veillé à ce que les résultats obtenus concernant le champ dynamique soient bien en accord avec
ces précédentes études. Le tableau 1.1 donne les caractéristiques des cinq écoulements mono-
phasiques étudiés. Les cas Ai représentent les simulations où le nombre de Reynolds est fixe et
le nombre de Prandtl évolue de 0,3 à 1. Les cas indexés 2 sont quant à eux les cas où le nombre
de Prandtl corresponds à celui de l’air et où le nombre de Reynolds évolue de 68 à 160. Les
quatre premiers cas sont basés sur des simulations dynamiques déjà entreprises au laboratoire et
nous avons utilisé les paramètres de forçage existant. Pour la dernière expérience à ReL

160,
les paramètres de forçage ont du être caler pour obtenir une "bonne" turbulence homogène iso-
trope statistiquement stationnaire comme nous l’avons évoqué au paragraphe §1.2.2.2. Toutes
les figures présentant des résultats sur le champ dynamique seront issus des simulations C3, car
cette DNS n’avait jamais été réalisée avec le code. Un soin tout particulier a donc été apporté à
la validation de ce cas particulier. Quant à la validation de la partie thermique, qui représente la
partie prépondérante de ce chapitre, elle sera effectuée pour les différents cas (fonctions d’au-
tocorrélation, spectre d’énergie, fonctions de densité de probabilité...), et au regard des résultats
théoriques et de ceux provenant de précédentes études sur la configuration étudiée. L’ensemble
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TAB. 1.1 – Définition et propriétés physiques des cinq écoulements turbulents de référence
A1 A2 A3 B2 C2
Nombre de Reynolds ReL 68 68 68 110 160
Nombre de Reynolds Reλ 37,1 37,1 37,1 50,4 64,4
Nombre de Prandtl Pr 0,3 0,7 1 0,7 0,7
Gradient de température ζ 1 1 1 1 1
Masse volumique ρ f (kg - m. 3) 1,17 1,17 1,17 1,17 1,17
Viscosité cinématique ν f (m2 - s. 1) 1 / 4710. 5 1 / 4710. 5 1 / 4710. 5 1 / 4710. 5 1 / 4710. 5
Diffusivité thermique κ f (m2 - s. 1) 4 / 8510. 5 2 / 110. 5 1 / 4710. 5 2 / 110. 5 2 / 110. 5
Chaleur massique du fluide Cp f (J - kg. 1 - K . 1) 1005 1005 1005 1005 1005
Conductivité thermique Λ f (W - m. 1 - K . 1) 0,025 0,025 0,025 0,025 0,025
des statistiques et grandeurs caractéristiques sont reportées dans le tableau général 1.2.
1.5.1 Grandeurs statistiques et échelles caractéristiques de l’écoulement
1.5.1.1 Préliminaires
Nous avons établi dans la partie précédente les équations de transport de variance de vitesse
et de température. Dans le cas particulier de notre configuration, le forçage dynamique appliqué
au cours du temps engendre une production d’énergie turbulente compensée par la dissipation
visqueuse. De même, le champ de vitesse turbulent transportant la température produit de la
variance de température compensée par la dissipation thermique. On peut réécrire de manière
simplifiée les équations bilans d’énergie cinétique turbulente et de variance de température à
partir des équations (1.34) et (1.38) :
∂q2f
∂t

Prod

ε f 0 0

t
0
∞  (1.40)
∂q2θ f
∂t

Prodθ

εθ f 0 0

t
0
∞  (1.41)
où q2f est l’énergie cinétique turbulente du fluide, Prod est le taux de production d’énergie tur-
bulente issu du forçage et ε f le taux de dissipation visqueuse ; q2θ f est la variance de température
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TAB. 1.2 – Grandeurs statistiques et propriétés de l’écoulement turbulent obtenues par DNS.
Cas A1 Cas A2 Cas A3 Cas B2 Cas C2
Grille N3 1283 1283 1283 2563 2563
Taille de la boite (m) LB 0 1 128 0 1 128 0 1 128 0 1 128 0 1 128
Échelle de temps de Kolmogorov (s) τk 28 1 8 102 3 28 1 8 102 3 28 1 8 102 3 9 1 47 102 3 4 1 97 102 3
Micro échelle de Kolmogorov η 3 LB 4 1 50 102 3 4 1 50 102 3 4 1 50 102 3 2 1 91 102 3 2 1 11 102 3
kmaxη 1 1 88 1 1 88 1 1 88 2 1 33 1 1 68
Échelle de temps de Corrsin (s) τθ 52 1 6 102 3 34 1 4 102 3 28 1 8 102 3 17 1 3 102 3 9 1 07 102 3
Micro échelle de Corrsin ηθ 3 LB 71 1 0 102 3 37 1 6 102 3 28 1 8 102 3 3 1 80 102 3 2 1 75 102 3
Échelle de longueur intégrale L f 3 LB 0 1 097 0 1 097 0 1 097 0 1 088 0 1 083
Échelle de Taylor λ f 3 LB 0 1 051 0 1 051 0 1 051 0 1 049 0 1 047
L f 3 Lg 1,015 1,015 1,015 1,001 1,015
λ f 3 λg 1,004 1,004 1,004 1,005 1,002
Échelle temporelle Eulérienne dynamique T E 3 τk 6 1 94 6 1 94 6 1 94 8 1 52 9 1 86
Échelle de longueur thermique Lθ 3 LB 0,17 0,10 0,098 0,090 0,085
LEθ4 2 3 LB 0 1 079 0,060 0,0053 0,0054 0,050
Échelle "de Taylor" thermique λθ 3 LB 0,13 0,085 0,0719 0,0062 0,052
Échelle temporelle Eulérienne thermique T Eθ 3 τk 6 1 25 6 1 25 6 1 25 8 1 15 9 1 46
Énergie cinétique (m2 5 s2 2) q2f 6 1 6 102 3 6 1 6 102 3 6 1 6 102 3 31 1 4 102 3 78 1 4 102 3
Taux de dissipation visqueuse (m2 5 s2 3) ε f 1 1 86 102 2 1 1 86 102 2 1 1 86 102 2 16 1 1 102 2 59 1 7 102 2
Variance de température (K2) q2θ f 6 1 29 102 4 6 1 45 102 4 6 1 66 102 4 6 1 42 102 4 6 1 50 102 4
Taux de dissipation thermique (K2 5 s2 1) εθ f 6 1 5 102 4 6 1 68 102 4 6 1 84 102 4 12 1 5 102 4 19 1 2 102 4
du fluide, Prodθ
6

v f θ f
 ζ est le taux de production de variance de température, et εθ est le
taux de dissipation thermique.
q2f

1
2
u f  iu f  i et ε f

ν f
2
 ∂u f  i
∂x j

∂u f  j
∂xi

2 (1.42)
q2θ f

1
2
θ f θ f et εθ f

κ f
∂θ f
∂x j
∂θ f
∂x j
(1.43)
Les équations (1.40) et (1.41) indiquent que pour obtenir les états dynamique et thermique sta-
tionnaires, les termes de production doivent s’équilibrer avec les termes de dissipation. Nous
pouvons observer ce résultat sur les figures 1.7 et 1.8 où les différents termes de ces équations
ont été tracés au cours du temps lors des simulations. De plus, les valeurs d’énergie cinétique
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FIG. 1.7 – Evolution temporelle (du transitoire à l’état stationnaire) du bilan d’énergie turbulente ;
( ) : ∂q
2f
∂t , ( & ) : terme de production issu du forçage, ( " ) : terme de dissipation.
turbulent, de variance de température et de dissipations, données dans le tableau 1.2, sont ob-
tenues après un moyennage sur une période de temps à peu près égale à 10 échelles de temps
Eulériennes T E .
À partir de l’énergie cinétique turbulente et de la variance de température, nous pouvons définir
la vitesse et la température turbulente caractéristique :
u

2
3q
2f et θ

2q2θ f (1.44)
À l’équilibre, nous avons réalisé une analyse statistique du transport de la température. Dans
le but d’adimensionnaliser les grandeurs caractéristiques calculées et de raisonner en terme
d’échelles relatives de l’écoulement, nous allons définir les différentes échelles de l’écoulement.
On trouve en premier lieu les plus petites échelles dynamiques de l’écoulement (échelles de
Kolmogorov), où les plus petites structures énergétiques sont dissipées :
η


ν3f ﬀ ε f 
1 4 (1.45)
τk


ν f
ﬀ
ε f  1 2 (1.46)
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FIG. 1.8 – Evolution temporelle (du transitoire à l’état stationnaire) du bilan de variance de température ;
( ) : ∂q
2
θ f
∂t , ( & ) : production, ( " ) : dissipation, ( ) : balance des termes de production
et de dissipation.
De même que pour la dynamique, on peut définir les plus petites échelles de longueurs et de
temps thermique (échelles de Corrsin-Obukhov) [14] :
ηθ


κ3f ﬀ ε f 
1 4

Pr
,
3 4 η (1.47)
τθ


κ f ﬀ ε f  1 2

Pr
,
1 2 τk (1.48)
Dans le cadre de la DNS, ces plus petites échelles de l’écoulement doivent être suffisamment
résolues. Notre critère de résolution sera de vérifier que κmaxη soit bien supérieur à l’unité [81]
(voir tableau 1.2). Ce critère s’avère suffisant pour résoudre l’ensemble des échelles thermiques
tant que le nombre de Prandtl est inférieur à 1. Au delà, la plus petite échelle de dissipation
de variance de température est plus petite que l’échelle de Kolmogorov, et bien que le champ
dynamique soit entièrement résolu, le champ thermique se retrouve sous résolu [54]. Les plus
grandes échelles de l’écoulements son définies dans le paragraphe suivant.
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1.5.2 Fonctions de structure et analyse spectrale
1.5.2.1 Analyse théorique : Kolmogorov, Obukhov et Corrsin.
Comme nous l’avons déjà évoqué dans l’introduction, les grosses structures de l’écoule-
ments turbulents se divisent en petits tourbillons permettant un transfert d’énergie par advection
des grandes vers les petites échelles : c’est le processus de cascade d’énergie. Kolmogorov ex-
plique en 1941 que cette cascade d’énergie est auto-similaire au moins dans une certaine gamme
d’échelles de l’écoulement, ni trop grandes, ni trop petites. On appelle cette zone le régime iner-
tielle. De cette étude théorique découle un certain nombre de propriétés, particulièrement sur
la forme des fonctions de structure et des spectres d’énergie. On appelle fonction de structure
longitudinale eulérienne d’ordre p la fonction
Sp

r 

7
u

xi

r ei 

u

xi  
p  (1.49)
Une des hypothèses de Kolmogorov impose que dans la zone inertielle η 8 r 8 L f , ces fonc-
tions de structure soient de la forme :
Sp

r 

CLp

ε f r  p 3 (1.50)
où les constantes CLp sont à priori des constantes universelles. Or, suite aux hypothèses de Kol-
mogorov, Karman et Howarth dérivent à partir de l’équation de Navier Stokes un résultat ana-
lytique fondamental pour les grands nombres de Reynolds :
S3

r 

4
5 ε f r
 6 ν f
dS2

r 
dr (1.51)
Ainsi en se plaçant dans la zone inertielle r 9 η, la dissipation visqueuse peut être négligée et
on obtient alors :
S3

r 

4
5 ε f r (1.52)
On obtient alors CL3

4
5 et la célèbre loi des 4/5 de Kolmogorov. De la même façon, Kolmo-
gorov relie le spectre d’énergie dans la zone inertielle à une loi de puissance. En effet, le spectre
d’énergie étant directement lié à l’intégrale de la fonction de structure longitudinale d’ordre 2,
le spectre d’énergie cinétique s’écrit alors dans la zone inertielle
E
 k 

Kε2 3f k ,
5 3 (1.53)
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FIG. 1.9 – Représentation schématique du spectre de variance de température à faible ( ) et à grand
( ) nombre de Prandtl.
K est une constante sans dimension qui a été estimée expérimentalement et numériquement
entre 1,62 et 1,64 [68].
Cette idée est alors reprise par Obukhov et Corrsin puis par Yaglom, pour appliquer ce résultat
fondamental au cas d’un scalaire passif transporté par un écoulement turbulent incompressible.
On suppose, dans un premier temps, que la plus petite échelle thermique ηθ est du même ordre
de grandeur que celle de Kolmogorov ce qui signifie que le nombre de Prandtl du gaz considéré
vaut approximativement 1. La zone inertielle est donc définie pour η : ηθ 8 r 8 L f . Dans ce
cas, on peut écrire pour le champ de température une loi analogue à celle des 4/5. Pour ce faire,
Yaglom écrit un bilan de puissance entre les fluctuations générées par le gradient moyen imposé
et celles transférées ou dissipées à petites échelles. On obtient alors l’équation de Yaglom [44] :
SθθL

r 

2 κ f
∂Sθ2

r 
∂r

4
3εθ f r (1.54)
où SθθL

r 

7
θ  xi

r ei 

θ  xi   2

u

xi

r ei 

u

xi  

est une fonction de structure mixte
et Sθp

r 

7
θ  xi

r ei 

θ  xi   p

sont les fonctions de structure de température d’ordre p. Le
caractère longitudinal n’a pas de sens pour cette quantité scalaire et nous en reparlerons en détail
dans le paragraphe consacré aux fonctions d’autocorrélation de température. Le fait que cette
relation lie le moment d’ordre 2 à un moment d’ordre 3 mixte vitesse-température et non un
moment d’ordre 3 de température (comme nous l’avons montré pour la fonction de structure de
vitesse d’ordre 2) est représentative du transport de variance de température. Et si comme pour
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FIG. 1.10 – Spectres tridimensionnels d’énergie cinétique (en haut) et de variance de température (en
bas) pour le cas C2.
l’obtention de la loi des 4/5, on suppose que l’on se trouve dans la zone inertielle, on obtient la
loi suivante
SθθL

r 

4
3εθ f r (1.55)
Toutefois, il n’existe pas de lois analogues à (1.51) pour la fonction Sθ3. Par analyse dimension-
nelle et analogie avec les hypothèses de Kolmogorov (1941), des prédictions pour la forme des
fonctions de structure et des spectres de variance de température ont tout de même été proposées
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par Corssin et Obukhov.
Sθp

r  ∝

ε
3 2
θ f ε ,
1 2
f 
n 3rn 3 (1.56)
(1.57)
Pour n=2, on obtient alors les relations suivantes sur la fonction de structure d’ordre 2 et sur le
spectre de variance de température associé Eθ
 k  :
Sθ2

r  ∝ εθ f ε
1 3
f r
2 3 (1.58)
Eθ
 k 

Cocεθ f ε ,
1 3
f k ,
5 3 (1.59)
La constante Coc d’Obukhov-Corrsin est supposée universelle et sa valeur est donné par dif-
férent auteurs entre 0,5 et 0,7 (Batchelor [4], Sreenivasan [69]). Á petite échelle, deux effets
existent : celui de la diffusivité thermique et celui de la viscosité. Lorsque le nombre de Prandtl
est inférieur à 1, l’effet de la diffusivité thermique intervient à plus petit nombre d’onde, là où
la viscosité n’influence pas encore l’écoulement. Le spectre de variance de température au delà
du nombre d’onde k

η
,
1 décroît alors rapidement et a la même forme que celui de l’énergie
cinétique. Il est schématisé en trait interrompu sur la figure 1.9.
Au contraire, lorsque le nombre de Prandtl est supérieur à 1, l’effet de la viscosité devient
important alors même que la diffusivité thermique n’a pas agit sur le spectre de variance de
température. Il existe ainsi une zone appelée zone convective visqueuse η
,
1
8 k 8 η
,
1
θ où le
spectre de variance de température suit une loi en k
,
1
Eθ
 k 

B εθ f
ν f
ε f
1 2
k
,
1 (1.60)
où B est la constante de Batchelor à qui l’on attribue une valeur "unvierselle" comprise dans
l’intervalle

3;6

. Cette forme asymptotique est représentée en trait plein sur la figure 1.9. Bor-
gas et. al [8] ont démontré numériquement, en utilisant les résultats de simulations numériques
directes du transport d’un scalaire passif par une turbulence isotrope stationnaire, l’existence de
cette zone convective visqueuse pour les grands nombres de Schmidt et ont évalué la constante
de Batchelor autour de 5. Dans notre étude, les nombres de Prandtl étudiés étant tous inférieurs
à 1, nous n’observerons pas ce type de résultats.
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FIG. 1.11 – Spectres tridimensionnels compensés de variance de fluctuations de température suivant le
nombre de Reynolds ; ; : simulation A2, " : simulation B2, : simulation C2 et en ligne pointillé Coc =
0,68.
1.5.2.2 Les spectres d’énergie et de variance de température dans nos simulations
Les spectres d’énergie et de variance de température présentés dans cette partie sont issus
des différentes simulations réalisées dans le cadre de ce travail. Le calcul de ces spectres s’est
effectué à partir des transformées de Fourrier des champs de vitesse et de température. On a tracé
sur la figure 1.10 les spectres d’énergie cinétique et de variance de température. On remarque
que la zone inertielle est plus longue pour le spectre de variance que pour celui d’énergie. Au
vu du nombre de Reynolds simulé, cela semble normal de ne pas obtenir une longue pente en
-5/3 pour le spectre d’énergie turbulente car la séparation des échelles turbulentes est faiblement
marquée. Néanmoins, le fait d’obtenir une zone inertielle, à faible nombre de Reynolds, pour la
variance de température a déjà été mis en évidence par Sreenivasan [69].
On étudie l’influence du nombre de Reynolds sur la valeur de la constante de Corrsin-Obhukov
Coc. On trace les trois spectres de variance compensés par la forme décroissante de Corrsin-
Obukhov sur sur la figure 1.11. La valeur de la constante calculée à partir des résultats des
simulations numériques est 0,67 pour le cas A2, 0,7 pour le cas B2 et 0,68 pour le cas C2. Ce
résultat est en accord avec la valeur de la constante recommandée par Sreenivasan [69] Coc
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0

68 et avec les valeurs issues des simulations numériques de Yeung [83] (Coc

0

67 sur la
même configuration ou celle issues des expérimentations de Mydlarski and Warhaft [45] (Coc

0

75). Quant à la forme des spectres, on observe évidement que la zone inertielle augmente avec
le nombre de Reynolds.
Bien que nous ayons toujours simulé des nombres de Prandtl inférieur ou égal à 1, nous avons
étudié son influence sur les spectres de variance de température. On trace sur la figure 1.12 les
spectres compensés pour les différents cas Ai. Ces résultats montrent que l’influence du nombre
de Prandtl (pour la gamme simulée) reste très faible. C’est un résultat que l’on observera aussi
lors de l’étude Lagrangienne au chapitre 2. C’est l’un des arguments qui nous pousse dans la
suite de cette étude à ne nous intéresser qu’au cas de l’air (Pr

0

7).
1.5.3 Corrélations Eulériennes et grandes échelles
Fonctions spatiales d’autocorrélation Eulériennes
Il est possible d’évaluer le degré de corrélations entre deux fluctuations de vitesse ou de tem-
pérature localisées en deux points du domaine à partir des fonctions d’autocorrélation spatiales
calculés en deux points. D’un point de vue dynamique, on définit les fonctions d’autocorrélation
longitudinales et transversales :
f  r 

<
u f  i

x

t  u f  i

x

rei  t >=
2q2f
(1.61)
g

r 

<
u f  i

x

t  u f  i

x

rej  t >=
2q2f
i ?

j (1.62)
où les vecteur ei est le vecteur unitaire suivant la direction i. À partir des fonctions d’autocor-
rélation spatiales on définit les échelles intégrales de longueur longitudinales et transversales.
Lors de nos simulations, l’échelle de longueur longitudinale est une dizaine de fois plus petite
que la taille du domaine de calcul.
L f

∞
0
f  r  dr (1.63)
Lg

∞
0
g

r  dr (1.64)
En turbulence homogène isotrope, à partir de la relation de Karman & Howarth [33], on obtient
la relation suivante entre les fonction f  r  et g  r  :
g

r 

f  r   r
2
d f  r 
dr (1.65)
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FIG. 1.12 – Spectres tridimensionnels compensés de variance de fluctuations de température suivant le
nombre de Prandtl ; de gauche à droite : Simulations A1, A2 et A3. Les symboles représentent les points
de la zone inertielle.
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De plus, pour des nombres de Reynolds turbulents importants, la forme de la fonction d’auto-
corrélation f  r  tend vers une fonction exponentielle :
f  r 

exp

r
L f
(1.66)
Ces modèles de fonctions d’autocorrélation sont représentés en ligne continue sur la figure 1.13.
On constate alors que le modèle exponentiel n’est pas adapté aux petites distances r pour nos
simulations qui présentent des nombre de Reynolds modérés. On définit alors deux échelles ca-
ractéristiques de longueur plus petites que les échelles intégrales qui sont les échelles de Taylor.
Ces échelles sont représentatives du comportement à l’origine des fonctions d’autocorrélation
Eulérienne. Aussi sont elle définies à partir des paraboles osculatrices aux représentations gra-
phiques des fonctions f(r) et g(r) :
λ2f

2
d2 f
dr2
	
rﬃ 0
et λ2g

2
d2g
dr2
	
rﬃ 0
(1.67)
En pratique, on utilise les propriétés de la turbulence homogène isotrope incompressible pour
écrire le taux de dissipation. Il vient ainsi la forme simplifiée de l’échelle de longueur transver-
sale de Taylor en fonction du taux de dissipation et de la vitesse turbulente :
λ2g

15ν f
<
u* 2 =
ε f
(1.68)
Afin d’approcher avec une meilleur précision la forme des fonctions d’autocorrélation à petite
échelle dans le cas des faibles nombre de Reynolds, Laviéville [40] au vu des travaux de Saw-
ford [58] propose un modèle pour représenter l’évolution de f(r) qui prend en compte le rapport
de l’échelle intégrale L f et de l’échelle de Taylor transversale (équation 1.69).
f  r 

λg exp


r
L f 


L f

λg  exp


r
L f
,
λg 
2λg

L f
(1.69)
On peut noter que pour les grands nombres de Reynolds, L f =@= λg et cette forme tend alors
vers la forme de type exponentielle. Les zooms de la figure 1.13 montrent en effet l’amélioration
apportée par la prise en compte du nombre de Reynolds turbulent sur la forme des fonctions
d’autocorrélation spatiales pour r tendant vers 0.
On rappelle ainsi qu’à partir de ces deux échelles caractéristiques de longueur, on peut définir
les nombres de Reynolds turbulents ReL (basés sur l’échelle intégrale) et Reλ (basés sur l’échelle
de Taylor) :
ReL

u L f
ν
et Reλ

u λg
ν
(1.70)
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FIG. 1.13 – Fonctions spatiales d’autocorrélation Eulériennes de vitesse pour les cas B2 et C2. " : f A r B
et g A r B mesurées dans les simulations ; colonne de gauche, : g A r B issu de la relation de Karman et
Howarth ; colonne du milieu f A r B et g A r B avec la forme exponentielle ( ), avec la forme de Sawford-
Laviéville ( ) ; la colonne de droite représente le zoom de la colonne de gauche matérialisé par le
rectangle.
Les échelles intégrales de longueur et les échelles de Taylor mesurées dans nos simulations
respectent les relations de Karman et Howarth et leurs valeurs sont reportées dans le tableau
1.2 :
Lg
L f 
1
2
(1.71)
λg
λ f 
1
 2
(1.72)
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Pour le champ de température calculé, il n’existe pas de fonctions longitudinales ou transver-
sales. La température du fluide étant un scalaire passif, parler de fonctions longitudinales ou
transversales n’a pas de sens. Toutefois, en raison du "cisaillement en température" selon une
direction privilégiée de l’écoulement, il est nécessaire de calculer les fonctions d’autocorrélation
de température suivant chaque direction de l’écoulement. On les définit donc indépendamment
de la manière suivante :
˜REθ  i

r 

< θ* f

x

t  θ* f

x

rei  t >=
2q2θ f
(1.73)
La nature de l’écoulement laisse à penser que, dans les deux directions orthogonales à la di-
rection du gradient moyen de température imposé, la forme des fonctions d’autocorrélation de
température soit de type exponentielle. C’est ce que l’on observe sur la figure 1.14, où l’on voit
de plus que les fonctions dans les directions x et z sont quasiment identiques. Ce résultat semble
naturel au vu de la symétrie de la configuration. Dans la direction du gradient, la forme de la
fonction est bien différente du à l’anisotropie et présente une boucle négative directement lié au
gradient moyen de température imposé. En effet, les fluctuations de températures du fluide le
long d’une ligne parallèle à la direction du gradient en deux points suffisamment éloignés sont
de signes opposés sous l’effet du gradient.
De même que pour l’échelle dynamique intégrale, il paraît naturel de définir une échelle inté-
grale thermique à partir des corrélations spatiales de température caractéristique de la dimension
des grandes échelles du transport turbulent de température :
LEθ  i

∞
0
˜REθ  i

r  dr (1.74)
On remarque que cette échelle est plus petite dans la direction du gradient de température que
celle dans les directions d’isotropie. On peut définir une échelle intégrale thermique caractéris-
tique Lθ

LEθ  1

LEθ  3. Ainsi, remarque-t-on dans le tableau 1.2 que la valeur de cette échelle est
de l’ordre de l’échelle intégrale L f car le transport turbulent de température à grande échelle est
exclusivement piloté par le champ de vitesse turbulent. Plus précisément, nous remarquerons
que cette échelle diminue avec l’augmentation du nombre de Prandtl pour atteindre une valeur
très proche de l’échelle intégrale dynamique quand les effets diffusifs thermiques ont la même
importance que ceux dynamique (Pr=1, cas A3).
L’effet du faible Reynolds sur la fonction d’autocorrélation de température est à nouveau vi-
sible. Tout comme les corrélations spatiales de vitesse, la forme de cette fonction à l’origine
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FIG. 1.14 – Fonctions spatiales d’autocorrélation Eulériennes de température dans les trois directions de
l’espace pour le cas A2.
n’est pas celle d’une exponentielle en raison des régimes turbulents simulés qui restent modé-
rés. En reprenant l’idée de Sawford pour modifier la forme exponentielle, on introduit l’échelle
de Taylor thermique représentative des plus petites échelles afin de modifier la forme de la
fonction à petite échelle. On définit cette échelle par :
λ2θ

2
d2 fθ
dr2
	
rﬃ 0 
< θ 2 =
<
 ∂θ
*
∂x1 
2
=
(1.75)
Par une analyse similaire à celle effectuée pour écrire la dissipation visqueuse en fonction de
l’échelle de Taylor transversale, on peut relier la dissipation thermique à l’échelle de Taylor
thermique et on obtient :
λ2θ

6κ f
q2θ f
εθ
(1.76)
Enfin, on peut écrire une relation de type Sawford-Laviéville pour la fonction d’autocorrélation
de température :
fθ  r 

λθ exp


r
LEθ



LEθ

λθ  exp


r
LEθ
,
λθ

2λθ

LEθ
(1.77)
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FIG. 1.15 – Fonctions spatiales d’autocorrélation Eulériennes de température comparées avec le modèle
de Sawford-Laviéville dans le cas A2.
L’amélioration à petite échelle constatée avec ce modèle est à nouveau significative comparée
à la forme exponentielle. La figure 1.15 montre la superposition des fonctions d’autocorélation
calculées à partir de la DNS A2 et de la forme proposée (1.77). En effet, cette forme répond
mieux au comportement des fonctions d’autocorrélation de température à petite échelle. De
plus, en construisant ainsi la fonction d’autocorrélation, l’échelle intégrale est conservée.
Fonctions temporelles d’autocorrélation Eulériennes
On définit les fonctions d’autocorrélation Eulériennes dynamique et thermique en un point au
cours du temps :
˜RE

τ 

<
u* f  i

x

t 

t  u* f  i

x

t

τ 

t

τ I=
2q2f
(1.78)
˜REθ

t 

< θ* f

x

t 

t  θ* f

x

t

τ 

t

τ J=
2q2θ f
(1.79)
On mesure au travers de ces fonctions, le degré de corrélation entre les fluctuations de vitesse
(ou de température) entre l’instant t et t  τ en un point fixe du domaine. En pratique, ces
fonctions sont mesurées sur un grande nombre de points fixes distribués aléatoirement dans le
domaine. Cette mesure est réalisée à différents instants t de la simulation afin de moyenner ces
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réalisations.
À partir de ces fonctions d’autocorrélation Eulériennes, on peut définir les échelles temporelles
Eulériennes dynamique et thermique :
T E

∞
0
˜RE

τ  dτ (1.80)
T Eθ

∞
0
˜REθ

τ  dτ (1.81)
Ces échelles ont été mesurées dans les différentes simulations réalisées et sont reportées dans
le tableau (1.2). On observe que l’échelle Eulérienne thermique est du même ordre de gran-
deur que celle dynamique. Un complément sur ces échelles sera apporté au chapitre suivant en
comparaison avec les échelles intégrales Lagrangiennes.
1.5.4 Fonctions de densité de probabilité
Après avoir confronté nos résultats de simulations avec la théorie spectrale du transport
d’un scalaire passif par un écoulement turbulent, on propose ici d’étudier la distribution des
fluctuations de température et de leurs dérivées spatiales. Beaucoup d’études numériques (Hol-
zer et Siggia [32], Pumir [54], Sreenivasan [69], Pope [47]...) et expérimentales (Warhaft et.al
[74, 36]) ont été réalisées à propos de la forme des pdf de scalaire. Nous proposons dans cette
étude une étude comparative des résultats observés dans la littérature et des résultats issus de
nos simulations.
1.5.4.1 Fonctions de densité de probabilité des vitesses
Il est bien connu que la pdf des vitesses turbulentes du fluide est de forme Gaussienne. Dans
le cadre de nos simulations, cette propriété fut vérifiée par Février [26] lors de sa thèse et nous
nous sommes assuré qu’il en était de même pour nos simulations notamment pour le cas C2.
À contrario, la forme de la pdf des gradients de vitesse n’est pas Gaussienne. Cet écart au cas
Gaussien peut se mesurer par les coefficients d’asymétrie S et d’aplatissement K. Des études
expérimentales et numériques ont permis d’établir une gamme de valeurs de ces coefficients
S
K
0

4 à

0

5 et K

3

5 à 4 pour une turbulence pleinement développée. Lors de nos
simulations numériques, nous avons mesuré ces coefficients et leurs valeurs sont concordantes
à cette gamme.
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FIG. 1.16 – Pdf normalisées des fluctuations de température pour les cas A2, B2, et C2. On trace les
distributions Gausiennes de même écart type pour chaque cas ( ).
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FIG. 1.17 – Pdf normalisées des dérivées spatiales de température tracées sur des échelles linéaire-
logarithme. En haut P A ∂yθ B ( ), en bas P A ∂xθ B ( LLL ) et P A ∂zθ B ( ).
1.5.4.2 Fonctions de densité de probabilité des températures
Le fait que la fonction de distribution des températures soit très proche d’une Gaussienne
fut l’objet d’importantes discussions au cours des années 90. Overholt & Pope [47] montrent
que la forme de la pdf des températures est une Gaussienne quelque soit la valeur du nombre
de Reynolds qu’ils ont pu simuler, alors que Jayesh & Warhaft [36] trouvent une forme de type
exponentielle pour les cas où le Reynolds basé sur l’échelle intégrale est supérieur à 70. Dans
notre étude, nous présentons la même configuration qu’Overholt & Pope et nous trouvons les
mêmes résultats qu’eux. La figure 1.16 montre les pdf de fluctuations de température pour les
trois nombres de Reynolds simulés. Les coefficients d’aplatissement pour les simulations A2,
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B2 et C2 sont respectivement 2,9 , 3 et 3 ce qui est caractéristique d’une Gaussienne. Pour les
trois cas, nous avons représenté en ligne continue les fonctions Gaussiennes de même écart type.
Nous tirons ainsi les mêmes conclusions qu’Overholt & Pope. Jayesh & Warhaft expliquent que
les différences rencontrées pourraient provenir à cause du type de turbulence étudiée (turbulence
de grille décroissante).
Les premières mesures numériques ou expérimentales de distributions spatiales des dérivées
de température furent celles proposées par Holzer en 1994 [32] dans le cadre de l’étude d’un
scalaire passif en turbulence stationnaire 2-D, et celles proposées par Pumir la même année [54]
à partir de DNS 3-D de turbulence stationnaire ; Overholt et Pope complétant cette étude en
1996 [47]. Par ailleurs, nous avons mesuré ces pdf lors de nos différentes simulations. On trace,
sur la figure 1.17, les distributions des dérivées de la température dans la direction parallèle à
la direction du gradient P  ∂yθ  et celles dans la direction perpendiculaire (P  ∂x  zθ  signifiant
P
 ∂xθ  ou P
 ∂zθ  ). Ces pdf ne sont pas du tout Gaussiennes tout comme celle des gradients de
vitesse en turbulence isotrope. Les distributions de ∂θ∂y ne sont pas symétriques et sont centrées
en ∂θ∂y
K
1 (l’opposé de la valeur du gradient moyen imposé) et l’on remarque que plus le
nombre de Reynolds est élevé, plus la pdf est centrée. L’asymétrie se trouve dans la partie
positive de la pdf car le gradient imposé est positif ; cela aurait été l’inverse si ζ fut négatif.
Puisque l’on impose un gradient moyen uniquement dans la direction y, on attend à ce que les
pdf de ∂θ∂x et
∂θ
∂z soient identiques et symétriques. C’est bien le résultat que l’on observe et les
coefficients d’asymétrie obtenus dans ces directions ne dépassent pas 0

1 (excepté pour le cas
à plus faible nombre de Reynolds où l’on obtient pour un des coefficients 0

18). Pumir [54] a
montré que ces pdf ont des formes de type exponentiel
P
 ∂M θ 

Nexp N
,
m O ∂P θ σQ n R (1.82)
Où σ est la variance de la distribution, m et n sont les coefficients "fités" de la forme exponen-
tielle. La valeur du coefficient n proposé par Pumir est un peu en dessous de l’unité. Nous avons
choisi de superposer sur la figure 1.18 les pdf des gradients de température dans la direction
z ainsi que les formes exponentielles avec m

n

1. L’idéal aurait été de reporté les formes
proposées plus haut (les coefficients m et n varient autour de 1 avec les nombres de Reynolds et
de Prandtl) mais les simulations qui ont été réalisées par Pumir ne correspondent pas à nos cas
de simulations. Néanmoins, nous observons que plus le nombre de Reynolds est élevé, plus la
forme de ces pdf tend vers une exponentielle.
Afin de caractériser ces distributions, nous avons mesuré les coefficients d’asymétrie et d’apla-
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FIG. 1.18 – Pdf P A ∂zθ B pour les cas B2 (haut) et C2 (bas) ( ) tracées sur des échelles linéaire-linéaire.
Les représentations exponentielles sont tracées en ligne continue.
tissement pour ces pdf et nous les avons comparé aux valeurs proposées par les différents auteurs
dont nous avons parlé dans ce paragraphe. On note et on définit le coefficient d’asymétrie dans
la direction du gradient :
SθS


 ∂θ
∂y 
3 

 ∂θ
∂y 
2  3 2
(1.83)
Dans les autres directions, ce coefficient est nul au vu de la symétrie du problème. De même, on
note et on définit les coefficients d’aplatissement dans les directions parallèle et perpendiculaire
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TAB. 1.3 – Valeurs des coefficients d’asymétrie et d’aplatissement pour les trois simulations.
SθS Sθ
M
KθS Kθ
M
A2 1,5 0,18 / 0,08 9,6 8,0
B2 1,7 0,08 / 0,05 10,3 8,5
C2 1,4 0,09/0,025 10,8 9,4
à celle du gradient :
KθS


 ∂θ
∂y 
4 

 ∂θ
∂y 
2  2
(1.84)
Kθ
M


 ∂θ
∂x 
4 

 ∂θ
∂x 
2  2


 ∂θ
∂z 
4 

 ∂θ
∂z 
2  2
(1.85)
Les résultats des mesures effectuées sont résumés dans le tableau 1.3 et confrontés sur la figure
1.19 avec les résultats de la littérature. Ils sont, dans l’ensemble, relativement similaires et le
coefficient d’asymétrie est relativement constant avec le nombre de Reynolds tandis que celui
d’aplatissement a tendance à augmenter avec la turbulence dynamique. On remarque comme
les précédents auteurs que l’aplatissement dans la direction du gradient est plus important que
dans les autres directions.
1.6 Conclusion
Au cours de ce chapitre nous avons mis en équation le problème de transport de chaleur
par un écoulement turbulent. Les équations moyennes du champ thermique (variance et flux de
température) ont été formulées dans le cas général ainsi que dans le cas particulier de la configu-
ration d’une turbulence homogène isotrope soumise à un gradient de température. Après avoir
présenté les méthodes numériques de résolution, nous avons caractérisé cet écoulement turbu-
lent anisotherme qui sera notre configuration de base pour la suite de l’étude. En résumé, il
s’agit d’un champ thermique, d’une part homogène car la température est transportée par une
turbulence homogène isotrope, et d’autre part, anisotrope car la production de variance de tem-
pérature est portée uniquement dans la direction du gradient. L’intérêt de cette configuration
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FIG. 1.19 – Coefficients d’asymétrie en haut et d’aplatissement en bas de la pdf de ∂θ∂y en fonction du
nombre de Reynolds turbulent ReL.
particulière réside dans sa propriété de stationnarité qui facilite le traitement statistique des ré-
sultats. Cette configuration a été validée au vu de la littérature scientifique vis à vis des résultats
théoriques existants et des simulations numériques déjà réalisées sur cette configuration notam-
ment en terme de spectres de variance de température ou de distributions de fluctuations de
température. Au prochain chapitre, nous allons présenter l’étude statistique Lagrangienne ainsi
que la modélisation stochastique de la turbulence thermique.
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2.1 Introduction
Après avoir validé au cours du chapitre précédent les caractéristiques Eulériennes du champ
de température dans le cadre d’une turbulence homogène isotrope soumise à un gradient de tem-
pérature moyenne, nous allons nous intéresser désormais aux caractéristiques Lagrangiennes de
cet écoulement. Avec le développement de la puissance de calcul, l’accès au propriétés statis-
tiques Lagrangiennes de l’écoulement s’en trouvent facilité. Les mesures expérimentales de ce
type de données sont très difficiles à réaliser et l’utilisation des Simulations Numériques Di-
rectes peut alors se révéler une alternative particulièrement efficace. Depuis l’article de Yeung
& Pope [81], des études numériques Lagrangiennes d’écoulements turbulents ont été réalisés
notamment afin de mesurer les fonctions de structure Lagrangiennes, les fonctions d’autocor-
rélation et les échelles de temps Lagrangiennes dynamiques associées. Récemment en 2006,
Yeung, Pope & Sawford [82] proposent une étude approfondie de l’influence du nombre de
Reynolds sur les propriétés Lagrangiennes de la turbulence dynamique.
D’un point de vue thermique, les études numériques Lagrangiennes du transport de tempéra-
ture (DNS) sont moins nombreuses. Il existe toutefois, un article de Yeung [80] (2001) où les
caractéristiques Lagrangiennes d’un scalaire passif en turbulence homogène isotrope avec un
gradient de concentration sont étudiées. Dans une première partie, nous proposerons l’étude
Lagrangienne du transport de température dans notre configuration et nous la comparerons à
celle de Yeung.
L’objectif de la seconde partie de ce chapitre sera de proposer un modèle pour l’incrément de
température Lagrangien. Nous examinerons différents modèles existant pour la vitesse et la
température afin de comprendre les avantages et les limitations de chaque approche. Ensuite,
un modèle stochastique général couplé vitesse-température est proposé et évalué dans le cadre
de la configuration étudiée. L’originalité sera de prendre en compte les effets dynamiques sur le
champ thermique au travers un processus de Wiener couplé vitesse-température. Cette métho-
dologie visant à évaluer un modèle de Langevin général à partir d’une configuration donnée est
utilisée par Pope [52] pour déterminer un modèle stochastique pour la vitesse en écoulement
turbulent homogène cisaillé.
Cette étude est crucial pour l’analyse et la modélisation des propriétés turbulentes fluides le long
des trajectoires des particules dans le cadre d’écoulements turbulents gaz-particules comme
nous le verrons lors des trois derniers chapitres de ce document.
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2.2 Formalisme et analyse Lagrangienne du champ thermique
2.2.1 Formalisme Lagrangien
Les problèmes généraux de mécanique des fluides peuvent être abordés selon deux points
de vue différents : le point de vue Eulérien et le point de vue Lagrangien. Dans le premier cas de
figure, il suffit de se placer sur un point fixe et d’observer l’écoulement défilé depuis ce point.
C’est un point de vue naturel car il semble intuitif lorsque l’on souhaite réaliser une mesure ex-
périmentale au sein d’un écoulement, de positionner un capteur et de "regarder" l’écoulement
depuis ce point de mesure. On retient d’ailleurs cette approche lors de la résolution numérique
des équations du fluide où l’on regarde l’écoulement depuis les noeuds du maillage du domaine
de calcul. Dans le deuxième cas de figure, on se place cette fois sur une particule fluide et on
observe la dynamique au travers de son mouvement. Il arrive parfois que cette description soit
plus adaptée, en particulier lors de l’étude de la dispersion turbulente ou du transport turbulent
de masse ou de chaleur. Aussi la notion de particule ou d’élément fluide est-elle fondamen-
tale dans l’approche Lagrangienne et on note x  t  la position , u˜ f

t 

u f

x

t 

t  la vitesse et
˜θ f

t 

θ f

x

t 

t  la température d’une particule fluide. D’un point de vue numérique, la vi-
tesse et la température Lagrangienne sont obtenues par interpolation du champ Eulérien par une
méthode nommée Shape Function Method proposée par Balachandar et Maxey [1] décrite au
chapitre 3 lors du calcul des trajectoires des particules solides. Ensuite on reconstruit la position
des particules fluides à chaque pas de temps avec l’équation différentielle suivante :
d
dt xi

t 

t 

u˜ f  i

t  (2.1)
xi

t0 

xi  0 (2.2)
où x0 est la position initiale d’une particule fluide. À partir de ces grandeurs Lagrangiennes, on
peut définir les propriétés statistiques Lagrangiennes de l’écoulement et nous allons ainsi, dans
la suite de ce chapitre, mesurer à partir des simulations numériques, les fonctions de structure
Lagrangienne de vitesse et de température ainsi que les fonctions de corrélations Lagrangiennes
dynamiques et thermiques.
2.2.2 Fonctions de corrélation temporelles dynamiques et thermiques
Pour calculer numériquement les fonctions de corrélation Lagrangiennes (ainsi que les fonc-
tions de structure Lagrangiennes voir prochain paragraphe), on effectue une moyenne sur un
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FIG. 2.1 – Coefficients d’autocorrélation de température ( ) et de vitesse ( ) en fonction du temps
normalisé par l’échelle intégrale de temps T L. Mesures pour le cas C2.
grand nombre de particules fluides. L’idée est de mettre suffisamment de traceurs fluides pour
obtenir la convergence statistique du calcul. Dans le cas des simulations avec un maillage de
1283 points, nous avons suivi 200 000 éléments fluides pou réaliser les statistiques Lagran-
giennes. Pour obtenir le même niveau de précision statistique avec un maillage de 2563 points,
on pourrait être tenté de suivre huit fois plus de traceurs ce qui engendre des temps de calcul
très important. Afin de pouvoir effectuer ces statistiques Lagrangiennes, nous avons réduit le
nombre de traceurs à 500 000 ce qui peut affecter quelque peu le niveau de précision de ces
calculs. C’est pourquoi nous nous focaliserons par la suite sur les cas Ai et B2 résolus sur un
maillage 1283 (le cas C2 résolue avec 1283 étant complètement sous résolu) dans le cadre de la
modélisation Lagrangienne et du transport de particules solides.
2.2.2.1 Fonctions d’autocorrélation et échelles de temps dynamique et thermique
On peut quantifier le degré de corrélation temporelle de vitesse ou de température le long
d’une particule fluide au travers des corrélations Lagrangiennes de vitesse RLu [ i j \ τ ] et de tempé-
rature RLθ \ τ ] . En effet, à un instant t0, on récupère l’information en vitesse ou en température
d’un élément fluide, puis en suivant sa trajectoire, on suit le degré de corrélation avec la nouvelle
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FIG. 2.2 – Coefficients d’autocorrélation de température pour les cas A1 Pr b 0 c 3 ( ), cas A2 Pr b
0 c 7 ( ), cas A3 Pr b 1 ( ).
vitesse ou la nouvelle température à chaque instant de la simulation. Ces fonctions d’autocorré-
lation Lagrangiennes s’écrivent :
RLu [ i j
\
τ ]edf u˜g f [ i
\
t ] u˜g f [ j
\
t h τ ]i (2.3)
RLθ
\
τ ]edf ˜θg f
\
t ] ˜θg f
\
t h τ ]i (2.4)
Comme nous l’avons précisé au début de cette partie les moyennes sont réalisées sur un grand
nombre d’éléments fluides. De plus, les résultats présentés sont moyénnés sur plusieurs réalisa-
tions de corrélations. En effet, on déclenche le calcul des corrélations à différents temps t d t0 et
on effectue la moyenne des corrélations sur ces différentes réalisations statistiques comme pour
les fonctions Eulériennes présentées au premier chapitre. En pratique, on a calculé environ cinq
fonctions différentes pour chaque cas et l’intervalle de temps entre deux calculs de fonctions
d’autocorrélation est de l’ordre d’une ou deux échelles de temps intégrales.
On peut ainsi définir une échelle de temps Lagrangienne caractéristique de la corrélation de
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vitesse T L ou de température T Lθ le long d’une particule fluide :
T L d
1
2 q2f
∞
0
RLu [ ii
\
τ ] dτ (2.5)
T Lθ d
1
2 q2θ f
∞
0
RLθ
\
τ ] dτ (2.6)
Le coefficient d’autocorrélation de vitesse ˜RLv
\
τ ]jd RLu [ 22 \ τ ]lk
2
3q
2f est représentée sur la figure
2.1 en comparaison à celui de température ˜RLθ \ τ ]jd RLθ \ τ ]lk 2q2θ f pour le cas B2. L’échelle de
temps lagrangienne thermique mesurée à partir des résultats des différentes DNS est à peu près
égale à deux fois l’échelle intégrale dynamique. On constate que cette propriété reste inchangée
(voir tableau 2.2) en augmentant le nombre de Reynolds turbulent. Ce résultat est aussi obtenu
par Yeung pour la même configuration. Ce rapport d’échelle est discuté en détail au cours du
prochain paragraphe.
Nous avons ensuite modifié sensiblement le nombre de Prandtl afin d’en observer l’effet sur les
fonctions d’autocorrélation de température. On trace sur la figure 2.2 le coefficient d’autocor-
rélation de température pour les simulations A1, A2, et A3. On constate que l’effet du nombre
de Prandtl sur la forme des fonctions d’autocorrélation de température est très faible pour la
gamme considérée. Ce résultat est concordant avec les conclusions de Yeung [83] qui a fait
varier le nombre de Prandtl dans ces simulations entre 0,125 et 1.
2.2.2.2 Fonctions de corrélation croisée temporelles
À l’instar des fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes définies précédemment, on peut
définir le degré de corrélation entre la vitesse et la température d’un élément fluide en définissant
les fonctions de corrélation croisée Lagrangiennes vitesse-température pour les temps τ positifs :
RLθv
\
τ ]mdf ˜θg f
\
t ] v˜g f
\
t h τ ]i (2.7)
RLvθ
\
τ ]mdf v˜g f
\
t ] ˜θg f
\
t h τ ]i (2.8)
On trace sur la figure 2.3 ces fonctions normalisées par le flux de chaleur n θo f vo f p . Pour
bien comprendre ce que représente ces fonctions, on peut en fait les définir à partir d’une seule
en considérant les corrélations pour les temps τ positifs et négatifs. Ainsi on peut définir pour
les temps τ positifs ˜RLvθ \q τ ]rd ˜RLθv \ τ ] . Ainsi, on observe que ces corrélations ne sont pas sy-
métriques et ˜RLθv \ τ ]tsd ˜RLvθ \ τ ] . C’est ce qui est représenté sur la figure 2.4 en normalisant les
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FIG. 2.3 – Fonctions de corrélation croisée vitesse-température ; mesures issues du cas B2 avec ˜RLvθ
( ) et ˜RLθv ( ).
fonctions de corrélation croisée par n θ
o
2
f p n vo
2
f p . Ce résultat fut uniquement montré par
Yeung [80] auparavant. En fait, durant un court intervalle de temps, la corrélation croisée ˜RLvθ \ τ ]
augmente sous l’effet de l’interaction entre le transport turbulent et du gradient de température
imposé. Il est intéressant de constater qu’un résultat équivalent a été montré dans le cas d’un
écoulement turbulent cisaillé homogène en 2002 par Pope [52] pour la corrélation croisée ˜RLuv
avec u la composante de la vitesse fluctuante dans la direction du gradient moyen de vitesse
imposé.
2.2.3 Diffusion turbulente du fluide
Dans les années 1920, Taylor [72] étudie le transport turbulent d’un scalaire passif en utili-
sant une approche Lagrangienne et introduit le concept de la diffusion turbulente. Le point de
départ de son analyse consiste à relier la variance du déplacement d’un ensemble d’éléments
fluides aux fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes :
x f
\
t ] x f
\
t ] d
t
0 \
t
q
τ ] u f
\
t ] u f
\
t
q
τ ] dτ (2.9)
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FIG. 2.4 – Fonctions de corrélation croisée vitesse-température ˜RLvθ v τ w pour les temps positifs et négatifs
avec une normalisation de type Cauchy-Schwarz.
Batchelor [3] déduit de l’équation (2.9) le comportement asymptotique pour t x ∞ :
x f
\
t ] x f
\
t ] d 2 u2f T L t (2.10)
De plus, il relie directement le coefficient de diffusion turbulente à la variance du déplacement
de l’ensemble des éléments fluides pour des longs temps de diffusion (t x ∞) :
x f
\
t ] x f
\
t ] d 6 Dt t (2.11)
En comparant cette relation avec l’expression asymptotique (2.10) de la variance du déplace-
ment, on identifie le coefficient de diffusion turbulente :
Dt d
2
3
q2f T L (2.12)
De plus, la connaissance des corrélations de fluctuations de vitesse et température du fluide
peut être utilisée pour calculer un coefficient de diffusion thermique. En effet, en supposant que
les corrélations de fluctuation de température et de vitesse obéissent à une loi de Fick, on peut
écrire :
θ f ug f [ i d
q
Dθ
∂Θ f
∂xi
(2.13)
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TAB. 2.1 – Comparaison des coefficients de diffusion thermique et turbulente issus de (2.13).
Cas A2 Cas B2 Cas C2
Coefficient de diffusion thermique Dθ (m2 y s z 1) 6 { 68 10 z 4 12 { 5 10 z 4 19 { 2 10 z 4
Coefficient de diffusion turbulent Dt (m2 y s z 1) 6 { 97 10 z 4 12 { 8 10 z 4 19 { 1 10 z 4
On a reporté dans le tableau 2.1, les valeurs du coefficient de diffusion turbulente issues de
l’équation (2.12) ainsi que celle issue de l’approximation de la loi de Fick (2.13) calculées
à partir des mesures issues des DNS. On observe que les valeurs obtenues à l’équilibre sont
comparables.
2.2.4 Rapport d’échelles intégrales de temps Lagrangiennes
Á partir des fonctions d’autocorrélation de vitesse et de température, on a défini respective-
ment deux échelles de temps Lagrangienne de vitesse et de température T L et T Lθ . On note le
rapport de ces deux échelles RLθ
RLθ d
T Lθ
T L
(2.14)
Á ce jour, les seules statistiques Lagrangiennes mesurées dans le cadre de la simulation numé-
rique du transport d’un scalaire passif en écoulement turbulent homogène isotrope proviennent
de Yeung [80] comme nous l’avons évoqué précédemment. Au vu de ses résultats, il conclut
que l’échelle intégrale Lagrangienne de transport turbulent du scalaire est supérieur à celle de
la vitesse Lagrangienne en THI forcée. Il réalise plusieurs cas de figure avec des nombres de
Reynolds Reλ allant de 40 à 230 et des nombres de Prandtl allant de 0,125 à 1 et ce coefficient
est relativement constant autour de 2 (à 10% près pour les cas extrêmes). Nos résultats pour les
cas A2 et B2, regroupées dans le tableau 2.2, sont cohérents avec cette remarque.
De plus, on retrouve le résultat classique concernant le rapport entre les échelles Lagrangienne
et Eulérienne dynamiques qui est relativement constant et dont la valeur est comprise entre
0 { 75 et 0 { 8. Saffman [56] propose la valeur théorique 0 { 8 en turbulence homogène stationnaire
et d’autres simulations numériques [81] confirment ce résultat.
Néanmoins, dans le cas des échelles thermiques, l’échelle Eulérienne thermique est plus petite
que la Lagrangienne et est relativement proche de l’échelle Eulérienne dynamique. La valeur
du rapport entre les échelles Lagrangienne et Eulérienne thermiques est aux alentours de 1 { 7
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FIG. 2.5 – Fonctions de structure Lagrangiennes d’ordre 2 D2 | ii
v
τ w normalisées par ε f , i=2 ( ), i=1
( ), et i=3 ( ) mesurées pour le cas C2.
quelque soit le nombre de Reynolds. Nous verrons que cette propriété sera importante dans
l’étude de la dispersion de température dans les écoulements gaz-particules.
2.2.5 Étude des fonctions de structure Lagrangiennes
Au cours du chapitre 1, nous avons présenté l’étude des fonctions de structure Eulériennes
de vitesse et de température dans le cadre de la théorie de Kolmogorov, Corrsin et Obhu-
kov. Nous avons observé que sous certaines hypothèses, il était possible d’écrire ces fonctions
comme des lois de puissance. De la même façon, des résultats analogues existent pour l’incré-
ment de vitesse Lagrangienne
dl [ i
\
τ ]md u˜i
\
t h τ ]
q
u˜i
\
t ] (2.15)
En particulier, d’après les hypothèses de Kolmogorov [39], pour des nombres de Reynolds
élevés, la fonction de structure Lagrangienne d’ordre 2 s’écrit dans la zone inertielle :
}
τk ~ τ ~ TL D2 [ i j
\
τ ]mdf dl [ i dl [ j id C0 ε f τ δi j (2.16)
où C0 est une constante universelle. On obtient alors une relation linéaire en temps, similaire
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TAB. 2.2 – Les rapports d’échelles de temps caractéristiques dynamique thermique.
Cas A2 Cas B2 Cas C2
Échelle de temps intégrale dynamique T L (s) 0,16 0,062 0,037
Échelle de temps intégrale thermique T Lθ (s) 0,31 0,135 0,083
Rapport d’échelles intégrales RLθ 1,93 2,17 2,22
Rapport d’échelles dynamiques RE d T LT E 0,8 0,78 0,76
Rapport d’échelles thermiques REθ d
T Lθ
T Eθ
1,7 1,74 1,72
à celle obtenue pour le moment Eulérien d’ordre 3 linéaire en espace. Toutefois, il n’existe pas
d’équation de type Karman et Howarth (1.51) pour fermer l’équation sur la fonction de structure
Lagrangienne d’ordre 2 et identifier la valeur de la constante C0. La question de l’universalité
de cette constante fut alors l’objet de nombreux papiers car nous verrons, lors de la prochaine
partie, son importance cruciale dans la modélisation Lagrangienne de la turbulence. En effet,
cette constante fut mesurée initialement dans la gamme de valeurs 2 - 4 pour des nombre de
Reynolds modérés (voir les travaux de Pope et collaborateurs, voir aussi [51]). La question de
la dépendance au nombre de Reynolds fut donc abordée d’abord par Sawford [58]. Plus récem-
ment, différents auteurs entérinent définitivement cette hypothèse (Zaichik [86], Yeung et. al
[82] par le biais de simulations extrêmement résolues où les maillages atteignent jusqu’à 20563
pour des nombres de Reynolds Reλ d 700) et ont montré que cette constante varie entre 2 et 7.
Nous avons mesuré les fonctions de structure Lagrangiennes d’ordre 2 dans nos simulations
pour évaluer la valeur de la constante C0 pour les différents cas. Les fonctions D2 [ ii (sans som-
mation) sont tracées pour le cas C2 sur la figure 2.5. Quelque soit la composante de vitesse
considérée, les fonctions de structure sont toutes identiques. De plus, on représente sur la figure
2.6 (figure du haut) les pics de la constante C0, en traçant le rapport de la fonction de structure
sur le produit de la dissipation et du temps. Ils augmentent avec le nombre de Reynolds dans des
proportions conformes aux prédications des auteurs précédemment cités et on présente, pour in-
formation, les derniers résultats de Yeung et. al [82] sur la figure 2.6 (figure du bas). Pour les
nombres de Reynolds modérés, on n’observe pas de palier significatif autour de la zone iner-
tielle et les mesures du coefficient C0 sont relativement délicates. Les valeurs de C0 qui sont
reportées dans le tableau 2.3 correspondent à une moyenne sur un intervalle de temps incluant
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FIG. 2.6 – Évolution de la constante C0 au cours du temps pour les cas A2 ( ), B2 ( ) et C2
( ). Figure du haut, résultats issus de nos simulations et figure du bas résultats issus de Yeung et. al
(2006) [82].
le pic de C0. Nos mesures de cette constante sont en accord avec l’hypothèse de la dépendance
au nombre de Reynolds. Des corrélations pour la constante C0 sont alors proposées et on peut
notamment citer les corrélations de Sawford [59, 28] (notée CS0) ou de Zaichik [86] (notée CZ0 )
en fonction du nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Taylor :
CS0 d 6 y 5 1 h
8 y 1817
Rλ \
1 h
110
Rλ
]
z
1
(2.17)
CZ0 d
11 h 7Reλ
205 h Reλ
(2.18)
On trace sur la figure 2.7 ces corrélations que l’on compare à nos valeurs tirées des simulations
numériques directes. Elles sont comprises entre les deux modèles et la tendance reste relative-
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FIG. 2.7 – Valeur de la constante C0 en fonction du nombre de Reynolds turbulent Reλ. Les symbols
corespondent aux résultats des DNS, la ligne continue correspond à la corrélation (2.17) et la ligne
interrompue à (2.18).
ment similaire.
En ce qui concerne les fonctions de structure Lagrangiennes de température, il n’existe pas
d’analyse théorique permettant l’établissement rigoureux (sous hypothèses) de lois en puis-
sance. Toutefois, par analogie avec les résultats de Kolmogorov et par analyse dimensionnelle,
des résultats similaires à ceux sur les fonctions de structure Lagrangiennes de la vitesse peuvent
être proposé. En supposant que dans la zone inertielle (pour τk
~
τ
~
T Lθ ) , ces fonctions dé-
pendent uniquement du taux de dissipation visqueux ε f et thermique εθ f , on obtient alors une
relation linéaire en temps pour la fonction de structure de température d’ordre 2
Dθ2
\
τ ]edf7 ˜θg
\
t h τ ]
q
˜θg
\
t ] 2 id Cφ1 εθ f τ (2.19)
et une autre pour la fonction de structure Lagrangienne mixte vitesse température
DLθ
\
τ ]edf7 ˜θg
\
t h τ ]
q
˜θg
\
t ] v˜g
\
t h τ ]
q
v˜g
\
t ]iId
q
Cφ2 ε
1 2
f ε
1 2
θ f τ (2.20)
Nous avons tracé sur la figure 2.8 ces fonctions de structure pour le cas de la simulation C2
afin de vérifier l’existence de ces zones linéaires présumées. On retrouve plus nettement les
lois linéaires pour la fonction Dθ2 que la fonction de structure de vitesse. Cette remarque est
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FIG. 2.8 – Fonction de structure Lagrangienne d’ordre 2 de température Dθ2 v τ w ( ) normalisée par εθ f
mesurée à partir de la simulation C2.
concordante avec le constat qui était fait au premier chapitre concernant le spectre de variance
de température, possédant une zone inertielle plus marquée que celui du spectre d’énergie. La
constante que l’on note Cφ1 semble moins sensible au variation du nombre de Reynolds (proche
de 1,7) contrairement à ce que l’on a observé pour la constante de Kolmogorov. Cette propriété
perdure pour des temps nettement plus grand que pour le cas de la vitesse. Ceci est lié au fait que
l’échelle de temps intégrale thermique Lagrangien est deux fois plus grande que la dynamique.
Comme nous l’avons montré pour la fonction de structure de vitesse, et dans le but d’illustrer
ces remarques, les pic de la constante Cφ1 sont représentés sur la figure 2.9.
TAB. 2.3 – Valeurs des constantes mesurées à partir des DNS pour les fonctions de structure de
vitesse, de température et mixte vitesse-température.
Cas A2 Cas B2 Cas C2
C0 2,2 2,9 3,5
Cφ1 1,5 1,7 1,8
Cφ2 0,6 0,7 0,7
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FIG. 2.9 – Évolution de la constante Cφ1 au cours du temps pour les cas A2 ( ), B2 ( ) et C2
( ).
En ce qui concerne la fonction mixte, nous l’avons calculé uniquement dans la direction du
gradient de température imposé (elle est nulle dans les deux autres directions). Elle est repré-
sentée sur la figure 2.10. De même, cette fonction qui est négative (voir les remarques faites au
chapitre 1 concernant le flux de chaleur pour notre configuration), conserve le caractère linéaire
dans la zone inertielle. Les valeurs de cette constante ne varient quasiment pas en fonction du
nombre de Reynolds (proche de 0,7). L’ensemble des valeurs des constantes sont reportées dans
le tableau 2.3.
2.3 Modélisation stochastique de la turbulence
2.3.1 Introduction
Pourquoi se poser la question de la modélisation de la turbulence quand on sait que le mou-
vement d’un fluide est régit uniquement par des équations de la mécanique classique ? Et bien
c’est le nombre et la séparation des échelles turbulentes et non la résolution des équations de
l’écoulement qui posent un problème. En effet, au sein d’un écoulement turbulent, il existe
une large gamme d’échelles dissipant l’énergie du système en cascade de la plus grande de ces
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FIG. 2.10 – Fonction de structure Lagrangienne mixte vitesse-température ( ) normalisée par
v
εθ f ε f w 1 2 mesurée pour le cas C2.
échelles à la plus petite. Et résoudre la turbulence consiste en la résolution de l’ensemble de ces
échelles ! c’est ce que nous avons présenté au cours du premier chapitre dans le cadre de la ré-
solution numérique directe mais qui n’est pas envisageable dès que l’écoulement fluide devient
très turbulent au regard de la gamme de structures différentes générées.
Alors pour modéliser la turbulence plusieurs possibilités peuvent être envisagées. Un exemple
populaire consiste à ne résoudre que les grandes échelles et de modéliser l’effet des petites
échelles sur les grandes. C’est ce que l’on appelle la LES ou simulation des grandes échelles.
Une autre possibilité consiste à essayer de modéliser toutes les échelles. On peut ainsi imaginer
que les mouvements à petites échelles étant tellement rapides qu’ils peuvent être considérés,
d’un point de vue macroscopique comme une sorte de bruit. Ainsi, les forces s’appliquant à la
particule fluide peuvent être décomposées en une partie déterministe liée à la dynamique des
grandes échelles, et une partie stochastique (le bruit) liée à l’action des petites échelles sur la
dynamique des grandes. C’est que l’on appelle la modélisation stochastique de la turbulence.
On peut écrire de manière générale une équation sur la vitesse fluide en terme d’équation diffé-
rentielle stochastique,
˙u˜ f [ i d
q
Ai j u˜ f [ j h ζ
\
x { t ] (2.21)
où l’opérateur ¯A est un opérateur déterministe (linéaire pour les écoulements homogènes, non
linéaires dans le cas général) et ζ est un bruit.
Au cours de ce chapitre, nous allons présenter la modélisation stochastique de la turbulence ainsi
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que les différents modèles existant pour la dynamique de l’écoulement. Nous proposerons des
modèles pour la turbulence thermique issus de raisonnements analogues effectués dans le cadre
de la modélisation de la turbulence dynamique. Enfin, nous évaluerons à partir des résultats
des simulations numériques directes présentées au premier chapitre, un modèle général couplé
vitesse-température.
2.3.2 Les méthodes pdf pour les écoulements turbulents
2.3.2.1 Définitions et propriétés de la pdf de vitesse et de température du fluide
Au sein des écoulements turbulents, les champs de vitesse u f
\
x { t ] et de température θ f
\
x { t ]
peuvent être considérés comme des variables aléatoires dans le temps de l’écoulement. Fort de
cette hypothèse, on peut définir la fonction de répartition de la variable aléatoire constitué du
vecteur vitesse et de la température fluide F
\
c f { ζ f { x { t ] par [51] :
F
\
c f { ζ f { x { t ]Id P  θ f
\
x { t ]>n ζ f et u f [ i
\
x { t ]>n c f [ i { i d 1 { 2 { 3  (2.22)
On note alors f f
\
c f { ζ f ;x { t ] la fonction de densité de probabilité (pdf) de vitesse et de tempé-
rature du fluide associée à la fonction de répartition F
\
c f { ζ f { x { t ] qui est définie par :
f f
\
c f { ζ f ;x { t ]Id ∂
4F
\
c f { ζ f { x { t ]
∂c f ∂ζ f (2.23)
Son intégration sur l’espace des phases de vitesse et de température fluide est égale à 1 :
f f
\
c f { ζ f ;x { t ] dV d 1 (2.24)
où dV signifie ∞
z
∞
∞
z
∞
∞
z
∞
dc f [ 1 dc f [ 2 dc f [ 3 dζ f .
On peut définir, à partir de cette pdf de vitesse et de température du fluide, n’importe quelle
grandeur statistique de l’écoulement Q
\
u f
\
x { t ]l{ θ f
\
x { t ] par :
f Q
\
u f
\
x { t ]l{ θ f
\
x { t ]]ied Q
\
u f
\
x { t ]l{ θ f
\
x { t ]] f f
\
c f { ζ f ;x { t ] dV (2.25)
On peut alors décrire statistiquement l’écoulement turbulent anisotherme au travers de l’évolu-
tion de cette pdf de vitesse-température.
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2.3.2.2 L’équation de transport de la pdf de vitesse et de température du fluide
On note ici la pdf de vitesse et de température du fluide f f pour simplifier les expressions.
L’équation exacte de transport de la pdf de vitesse-température écrite ci-dessous est directement
tirée de l’annexe H du livre de Pope [51] :
∂ f f
∂t h c f [ i
∂ f f
∂xi
d
q
∂
∂c f [ i
du f [ i
dt
Ł
c f { ζ f f f
q
∂
∂ζ f
dθ f
dt
Ł
c f { ζ f f f (2.26)
On peut noter que cette équation exacte de transport de la pdf vitesse-température est très géné-
rale et ne sous-entends aucune hypothèse sur l’écoulement physique (si ce n’est l’incompressi-
bilité de l’écoulement). Les propriétés de l’écoulement n’entrent en considération que lorsque
que l’on substitue les termes du f  idt et
dθ f
dt par ceux provenant des équations de Navier Stokes et
de l’équation de la chaleur. L’équation de transport de la pdf devient alors :
∂ f f
∂t h c f [ i
∂ f f
∂xi
d
1
ρ f
∂Pf
∂xi
∂ f f
∂c f [ i q
∂
∂c f [ i
ν f ∇2u f [ i
q
1
ρ f
∂p
g f
∂xi
Ł
c f { ζ f f f
q
∂
∂ζ κ f ∇
2θ f
Ł
c f { ζ f f f (2.27)
Il apparaît alors des termes non fermés (les deux derniers) qui doivent être modélisés. Notons
que le premier de ces deux termes peut se réécrire sans le conditionnement par la réalisation
de température fluide car nous faisons l’hypothèse que le champ thermique ne modifie pas le
champ dynamique :
∂
∂ci
ν f ∇2u f [ i
q
1
ρ f
∂p
g f
∂xi
Ł
c f { ζ f f f d
q
∂
∂ci
ν f ∇2u f [ i
q
1
ρ f
∂p
g f
∂xi
Ł
c f f f (2.28)
Le deuxième terme quant à lui est bien conditionné par la réalisation de température et de vi-
tesse du fluide car le champ thermique est piloté par la dynamique de l’écoulement.
L’objectif de la suite de ce chapitre est d’étudier les modèles de fermeture existant pour l’équa-
tion de transport de la pdf de vitesse et de température du fluide. Comme nous l’avons évoqué
au début de cette partie, l’ incrément de vitesse peut être modélisé par un processus stochas-
tique. Nous verrons de plus qu’il est possible de modéliser l’incrément de température par un
processus similaire.
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2.3.3 Modèle pour la vitesse
2.3.3.1 Équation de Langevin
Avec la convention de Ito, on peut réécrire le modèle stochastique 2.21 avec les notations
Lagrangiennes définies à la section 2.2 :
du˜ f [ i d
q
Ai j u˜ f [ j dt h Bi j dWj
\
t ] (2.29)
où du˜ f [ i d u˜ f [ j
\
t h dt ]
q
u˜ f [ j
\
t ] est l’incrément infinitésimale Lagrangien de fluctuation de vi-
tesse ; les matrices A et B sont respectivement appelées tenseur de dérive et tenseur des coeffi-
cients de diffusion. dWj
\
t ] , les composantes du vecteur W, sont des processus de Wiener qui
possèdent les caractéristiques suivantes :
n dW
p
d 0 (2.30)
n dWi dWj
p
d dt δi j (2.31)
La qualité de cette approche réside finalement sur notre capacité à trouver un modèle pour les
tenseurs de dérive et de diffusion suivant le type d’écoulement considéré. Historiquement, G.I
Taylor [72] fut le premier a proposé un modèle stochastique pour un écoulement turbulent ho-
mogène isotrope statistiquement stationnaire afin d’étudier la dispersion turbulente.
Toutefois, les formulations que nous proposerons à partir de maintenant sont directement is-
sues des travaux de Pope [50, 51]. Une équation généralisée appelée modèle GLM (General
Langevin Model) est alors proposée pour modèliser l’incrément de vitesse Lagrangienne du˜ f [ i :
du˜ f [ i d
q
1
ρ f
∂Pf
∂xi
h ν f ∇2 U f [ i dt h G f [ i j
\
u˜ f [ j
q
U f [ i ] dt h H f [ i jdWj
\
t ] (2.32)
où on rappelle que Pf df p f i est la pression moyenne et Uf la vitesse moyenne du fluide.
Les tenseurs G f [ i j et H f [ i j sont deux tenseurs à modéliser. En notant u˜g f [ i, les composantes de
la fluctuation Lagrangienne de vitesse, on peut réécrire l’équation de Langevin générale pour
l’incrément de fluctuation de vitesse Lagrangienne :
du˜g f [ i d G f [ i j u˜g f [ j dt
q
∂U f [ i
∂x j
u˜g f [ j dt h
∂ f u˜
g f [ i u˜g f [ j i
∂x j
dt h H f [ i j dWj
\
t ] (2.33)
Les tenseur G f [ i j et H f [ i j dépendent des valeurs locales des contraintes de Reynolds, des gra-
dients de vitesse moyenne et du taux de dissipation visqueux. Nous allons montré dans le pro-
chain paragraphe comment fermer cette équation générale de Langevin.
81
Chapitre 2. Modélisation Lagrangienne stochastique de la turbulence thermique
2.3.3.2 Fermeture de la turbulence dynamique
Le tenseur H f [ i j est la plupart du temps considéré isotrope dans le but de respecter les hy-
pothèses de Kolmogorov. En effet, soit τ un intervalle de temps inclus dans la zone inertielle,
τk
~
τ
~
T L, la théorie de Kolmogorov prédit que le tenseur des fonctions de structure du se-
cond ordre (voir paragraphe §2.2.5) est isotrope et linéaire en temps. En réécrivant ce tenseur à
partir du modèle GLM, on obtient,
f dll [ i dll [ j id D2 [ i j d H f [ i j H f [ i j τ d C0 ε f τ δi j (2.34)
Alors, le terme de Wiener dans l’équation (2.33) peut se réécrire en fonction de la constante de
Kolmogorov et du taux de dissipation :
H f [ i j dWj
\
t ]ed H f dWi
\
t ]ed C0 ε f dWi
\
t ] (2.35)
Nous avons vu au paragraphe précédent que la valeur de la constante fut l’objet de moultes in-
terrogations. Il semblerait que sa valeur soit comprise entre 2,1 et 6,5 suivant les configurations
et une dépendance au nombre de Reynolds turbulent semble être une piste vraisemblable. Dans
la mesure où l’on se donne cette constante ainsi que le taux de dissipation d’énergie, en utilisant
la relation (2.35), on peut réécrire le modèle GLM :
du˜g f [ i d G f [ i j u˜g f [ j dt
q
∂U f [ i
∂x j
u˜g f [ j dt h
∂ f u˜
g f [ i u˜g f [ j i
∂x j
dt h C0 ε f dWi
\
t ] (2.36)
Le tenseur G f [ i j quant à lui peut se déduire à partir d’une équation de consistance sur le trans-
port des contraintes de Reynolds en contraignant leur équation moyenne de transport issue du
modèle stochastique Lagrangien à être égale à l’équation exacte issue des équations de Na-
vier Stokes (équations du paragraphe §1.4.2). On obtient alors pour l’équation d’évolution de
l’énergie cinétique turbulente, la relation de consistance suivante :
G f [ i j f ˜ug f [ i ˜ug f [ j ih
3
2
C0 ε f d Prod
q
ε f (2.37)
Pour déterminer entièrement le tenseur G f [ i j, on doit supposer à priori la forme du tenseur et
déduire sa valeur à partir de l’équation de consistance (2.37). Plusieurs formes existent pour
modéliser le tenseur G f [ i j et nous présentons deux formulations largement utilisées dans la
littérature scientifique. Dans un premier temps, Haworth & Pope [31] proposent de modéliser
simplement et de façon isotrope le tenseur de dérive
G f [ i j d
q
1
T L
δi j (2.38)
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où T L est l’échelle de temps Lagrangienne du fluide. Ce type de fermeture particulière introduite
dans l’équation (2.37) conduit à la relation suivante :
T L d
1
β
q2f
ε f
(2.39)
Le coefficient β peut dépendre de la configuration de turbulence étudiée. En turbulence décrois-
sante, le terme de production est nul et le coefficient β est égal à
β d 1
2
h
3
4
C0 (2.40)
En turbulence forcée, ce qui est notre cas, le terme de production est égal au terme de dissipation
et il vient alors pour le coefficient β
β d 3
4
C0 (2.41)
D’autres modèles de fermeture du tenseur G f [ i j existent. On peut citer le modèle LIPM ou les
modèles de Haworth et Pope. Le lecteur intéressé trouvera dans l’article de Pope (1994) [50]
une approche détaillée de ces modèles. Dans le cadre de notre travail, l’écoulement turbulent
considéré est cinématiquement homogène isotrope stationnaire. Le modèle simplifié SLM sera
donc retenu où l’échelle de temps Lagrangienne est modélisée par l’équation (2.39) avec la
constante β donnée à l’équation (2.41).
2.3.4 Modèle pour la température
2.3.4.1 Le modèle IEM
Dans le cas d’écoulements turbulents avec transport de scalaire passif (en l’occurrence dans
notre cas il s’agit de la température), il est nécessaire d’ajouter à l’équation (2.29) une équation
stochastique sur l’incrément Lagrangien du scalaire afin de compléter le modèle. Les études
visant à proposer de tels modèles sont relativement nombreuses au vu des nombreuses appli-
cations existantes sur le transport d’espèces dans les écoulements réactifs ou non. Le premier
modèle, simple et robuste, proposé par plusieurs auteurs dans des formes diverses et variées
(voir par exemple Villermaux [76] ou Dopazo [22, 21]) est le modèle IEM/LSME :
d ˜θ f
dt d q
1
τφ \
˜θ f
q
Θ f ] (2.42)
où Θ f df θ f i est la température moyenne du fluide et τφ est une échelle de temps locale re-
présentative du relaxation de la température θ à la valeur moyenne Θ f . Pour fermer ce modèle,
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la valeur de cette échelle de temps fut dans un premier temps reliée à l’échelle de dissipation
turbulente τepsilon d
q2f
ε f :
τφ d
2
Cφ
τε (2.43)
où la constante Cφ est alors à déterminer. Il semble qu’elle ne soit pas universelle mais largement
dépendante de la configuration étudiée bien que la valeur 2 soit utilisée dans plusieurs études
(Pope [51]). En introduisant l’échelle de temps dissipative thermique τθε , une version raffinée du
modèle IEM consiste à relier directement l’échelle de temps caractéristique τφ à cette échelle
de temps :
τφ d Cgθ τθε (2.44)
Bien que ce modèle soit souvent utilisé notamment lors d’étude sur le transport réactif, l’incon-
vénient majeur du modèle IEM réside dans son incapacité à reproduire le caractère gaussien de
la pdf de température.
2.3.4.2 Une équation de Langevin pour la température
Une autre possibilité, à l’instar de celle utilisée pour la vitesse, consiste à choisir un mo-
dèle de Langevin pour la fluctuation de température. Écrivons alors un modèle général pour
l’incrément de température Lagrangienne au même titre que le modèle GLM pour la vitesse :
d ˜θ f d Gθf
\
˜θ f
q
Θ f ] dt h Huθf [ i dWi
\
t ] h Hθf dWθ
\
t ] (2.45)
où Gθf , Huθf [ i, et Hθf sont des coefficients à modéliser comme les tenseurs de dérive et de diffusion
pour l’équation stochastique de la vitesse. dWθ
\
t ] est l’incrément d’un processus de Wiener in-
dépendant des processus dWi
\
t ] . De plus, le champ fluctuant de température étant transporté par
le champ de vitesse, l’introduction du paramètre Huθf [ i permet une écriture générale du modèle de
Langevin. Ce coefficient n’est pas discuté dans la littérature, les modèles existant le considérant
implicitement nul. Néanmoins, comme nous l’avons expliqué au paragraphe §2.3.2.2, l’intro-
duction de ce terme semble justifiée au vu du conditionnement par la réalisation de vitesse du
fluide dans le dernier terme de l’équation (2.27).
En notant ˜θ
g f la fluctuation Lagrangienne de température définie, comme pour la fluctuation de
vitesse, par ˜θ f d ˜θg f h Θ f , le modèle de Langevin pour l’incrément de fluctuation de tempéra-
ture se réécrit alors
d ˜θg f d Gθf ˜θg f dt
q
∂Θ f
∂x j
u˜g f [ j dt h
∂ f u˜
g f [ j ˜θg f i
∂x j
h Huθf [ i dWi
\
t ] dt h Hθf dWθ
\
t ] (2.46)
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La question qui se pose alors concerne la fermeture de cette équation.
2.3.4.3 Fermeture de la turbulence thermique
Nous avons vu que pour l’équation sur la vitesse, la forme des fonctions de structure dans la
zone inertielle permet de fixer le coefficient du Wiener, puis en écrivant une équation de consis-
tance sur l’énergie cinétique, on peut déterminer le tenseur de dérive du schéma de Langevin.
De la même façon, une équation de consistance sur la variance de température peut être écrite
en égalisant la relation exacte provenant de l’équation de la chaleur (chapitre 1) et l’équation
dérivée de l’équation de Langevin :
Gθf f ˜θg f ˜θg f i
q
f u˜g f [ j ˜θg f i
∂Θ f
∂x j
h Hθf
2
d
q
f u˜g f [ j ˜θg f i
∂Θ f
∂x j q
εθ f (2.47)
Dans le cas du modèle IEM précédemment cité, les coefficients de Wiener sont tous nuls. On
obtient alors pour le tenseur de drift de l’équation de température :
Gθf d
q
1
2
εθ f
q2θ f
(2.48)
On retrouve alors la formulation du modèle IEM (2.42) en remplaçant εθ f k q2θ f par Rθ ε f k q2f ,
avec Rθ le rapport des échelles de temps dissipatives.
Gθf d
q
1
2
Rθ
ε f
q2f
(2.49)
Dans cette formulation, le coefficient Cφ introduit précédemment est strictement égal à Rθ. Ce
rapport est souvent discuté dans la littérature [8, 47, 27] il varie de 0,4 à 3,0 suivant l’intensité
turbulente de l’écoulement.
Afin de déterminer un modèle pour les coefficients de Wiener Huθf [ i et Hθf , dans le cas d’une
équation de Langevin générale, on procède par analogie avec les travaux de Pope et en supposant
que les fonctions de structure Lagrangiennes de température sont linéaires en temps dans la zone
inertielle comme nous l’avons montré pour nos simulations effectuées au précédent chapitre.
En identifiant dans la zone inertielle les formes des fonctions de structure présumées par les
hypothèses de Kolmogorov avec celles dérivées de l’équation de Langevin, on obtient alors une
relation directe entre les coefficients de Wiener et les taux de dissipation visqueux et thermique :
Dθ2 d
\
Hθf H
θ
f h H
uθ
f [ i H
uθ
f [ i ] τ d C
φ
1 εθ f τ (2.50)
DLθ d Huθf [ i H f τ d C
φ
2 \ ε f εθ f ]
1 2 τ (2.51)
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Dans le cadre de notre configuration, la production de variance de température n’existe que dans
la direction du gradient. On obtient alors dans cette situation particulière,
Hθf
2
h Huθf [ 2
2
d Cφ1 εθ f (2.52)
Huθf [ 2 H f d C
φ
2 \ ε f εθ f ]
1 2 (2.53)
En utilisant le coefficient de H f d C0 ε f du modèle SLM sur la fluctuations de vitesse, on
obtient alors :
Hθf d C
φ
1 q
Cφ2

C0
2
εθ f (2.54)
Huθf [ 2 d
q
Cφ2

C0
2
εθ f (2.55)
(2.56)
Avec l’équation de consistance sur la variance de température 2.47, on obtient une fermeture
pour le coefficient de dérive du schéma de Langevin Gθf :
Gθf d
q
1
2
1 h Cφ1 q
Cφ2

C0
2
εθ f
q2θ f
(2.57)
Cette fermeture basée sur une démarche analogue à celle de Pope pour fermer l’équation de
Langevin sur la vitesse est particulièrement originale, mais repose sur des hypothèses fortes.
Au prochain paragraphe, les constantes du modèle proposé seront évaluées à posteriori en com-
paraison des simulations numériques effectuées. Toutefois, d’autres auteurs ont déjà utilisé une
équation de Langevin pour prédire l’évolution du champ de température. D’une part, Valino
et Dopazo [75] montrent que le caractère Gaussien de la pdf de température est prédit cor-
rectement avec cette approche contrairement aux prédictions du modèle IEM. D’autre part, un
sérieux problème peut exister lors du tirage aléatoire du processus de Wiener. De grandes fluc-
tuations du scalaire passif ou de la température peuvent ainsi être générées au delà même des
contraintes physiques imposées par la configuration. En effet, dans le cas du transport d’une
fraction massique, sa valeur doit être comprise entre 0 et 1, où dans le cas du transport d’es-
pèces, leurs concentrations ne peuvent être négatives. Or, ce modèle enfreint ce principe car le
tirage aléatoire n’a pas de contraintes à priori sur les bornes du scalaire passif (tirages négatifs
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par exemple). Dans le cas du transport de température qui nous intéresse particulièrement, le
problème est identique car le tirage aléatoire peut générée des températures négatives ! c’est
pourquoi, il est indispensable de prendre des précautions quand il s’agit d’utiliser une telle
approche. Dans notre cas, au vu de la configuration numérique que nous étudions et de l’utili-
sation que l’on fera de ce modèle, nous retiendrons néanmoins ce type d’approche. En effet, en
considérant les conditions limites périodiques du domaine, le gradient moyen de température
imposé est reproduit à l’infini ce qui autorise à fortiori des valeurs de fluctuations de tempéra-
ture infinies. De plus, nous verrons au chapitre 3 que ce modèle sera étendu aux fluctuations de
température le long de trajectoires de particules pour être ensuite intégré dans une équation de
pdf fluide-particule nous affranchissant ainsi des éventuelles tirages "infinis". Notons toutefois
que dans le cadre de configurations monophasiques plus réalistes ou de configurations indus-
trielles, l’utilisation de ce type d’approche reste délicate. Des modèles de Langevin bornés ont
alors été proposés pour limiter les tirages "non physiques" et on peut trouver une étude détaillée
d’un tel modèle sur une configuration en canal chauffé [53].
2.4 Évaluation d’un modèle général à partir des simulations
DNS
2.4.1 Modèle couplé vitesse-température
Nous avons montré au cours du paragraphe précédent qu’il était nécessaire de constituer
un système d’équation sur la vitesse et la température lorsque l’on souhaite modéliser par une
approche stochastique le transport turbulent de température. Après avoir proposé des modèles de
fermeture pour ces équations Lagrangiennes stochastiques et discuté de la difficulté d’établir des
modèles généraux, nous allons utiliser les résultats de nos DNS pour évaluer un modèle général
vitesse-température. En réduisant la modélisation du champ de vitesse à la seule composante
dans la direction du gradient de température imposée, on obtient le système d’équations suivant :
dv˜g f d
q
Avvv˜g f dt h Bvv dWv
\
t ] (2.58)
d ˜θg f d
q
Aθθ ˜θg f dt
q
Aθvv˜g f dt h Bθv dWv
\
t ] h Bθθ dWθ
\
t ] (2.59)
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Ce système d’équation peut se réécrire sous forme matricielle et avec les notations suivantes,
on obtient :
dξ jd
q
¯Aξ  dt h ¯BdW
\
t ] (2.60)
où ξ

d
\
v˜
g f ˜θg f ] T et dW d \ dWv dWθ ] T est un vecteur dont les composantes sont des processus
de Wiener indépendants possédant les propriétés suivantes n dWvdWv
p
dn dWθdWθ
p
d dt.
Pour un champ de vitesse turbulent homogène isotrope, on peut réduire les matrices de dérive
¯A et de diffusion ¯B sous la forme suivante pour retrouver les termes de chaque équation de
Langevin étudiée au paragraphe précédent :
¯A d
Avv 0
Aθv Aθθ
¯B d
Bvv 0
Bθv Bθθ
Cette méthodologie a fait l’objet d’une publication à Flow Turbulence and Combustion [16]
(voir en annexe) pour le cas A2. C’est pourquoi nous avons choisi de présenter dans cette partie
uniquement les résultats du cas B2. L’idée est de mesurer chaque coefficient du modèle couplé
à partir des simulations. Entre les matrices ¯A et ¯B, cela fait six coefficients à déterminer. On
utilisera dans un premier temps les fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes de vitesse et de
température ainsi que les fonctions de corrélation croisée vitesse-température pour déterminer
les coefficients de ¯A. Dans un second temps, à partir des moments d’ordre 2 (variance de vitesse
et de température, flux de température), nous déterminerons les coefficients de la matrice ¯B.
2.4.2 Fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes
Les fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes de vitesse et de température ainsi que les
fonctions de corrélation croisée vitesse-température peuvent être déduites directement à partir
du modèle général de Langevin et les formes analytiques de ces fonctions peuvent s’écrire :
˜RLv d e z
Avvt (2.61)
˜RLθ d e z
Aθθt
h
Aθv f θg vg i
\
Aθθ
q
Avv ]f θg 2 i \
e z Aθθt
q
e z Avvt ] (2.62)
˜RLθv d e z
Avvt (2.63)
˜RLvθ d e z
Aθθt
h
Aθv vg 2
\
Aθθ
q
Avv ]f θg vg i \
e z Aθθt
q
e z Avvt ] (2.64)
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où la variance de vitesse est donnée en fonction de l’énergie cinétique v
g
2
d
2
3q
2f .
En intégrant, les équations (2.61), (2.62), et (2.64), on peut déterminer les coefficients de la
matrice ¯A à partir des échelles intégrales de temps et des moments d’ordre 2 mesurés dans les
simulations numériques directes.
Avv d 1 k T L (2.65)
Aθθ d
θ
g
2f vg 2f q θg f vg f
2
T Lθ θg 2f vg 2f q T Lvθ θg f vg f
2 (2.66)
Aθv d
Avv
\
T Lθ q T
L
vθ ] θg 2f θg f vg f
T Lθ θg 2f vg 2f q T Lvθ θg f vg f
2 (2.67)
où T Lvθ d
∞
0 ˜RLvθ \ τ ] dτ.
De plus, on s’assurera que pour le jeu de coefficients issu de ces formulations analytiques,
l’expression analytique (2.63) de la fonction de corrélation croisée vitesse-température est en
accord avec celle mesurée et on vérifie alors T Lθv d
∞
0 ˜RLθv \ τ ] dτ d T L.
2.4.3 Formulation des équations aux moments
Dans le paragraphe précédent, trois formulations analytiques pour les coefficients de la ma-
trice ¯A ont été établies. Pour fermer complètement le modèle couplé, il reste à déterminer ceux
de la matrice de diffusion. Ils peuvent être entièrement déterminés à partir des équations de
transport des moments du second ordre (variance de vitesse v
g
2
f et de température θg 2f , flux
de chaleur θ
g f vg f ). À partir des notations matricielles, on peut réécrire les équations de trans-
port des moments d’ordre deux issues du modèle générale de Langevin de la manière suivante :
d ¯M
dt d q
¯A ¯M
q
¯M ¯AT h ¯B ¯BT (2.68)
où les coefficients de la matrice ¯M sont les moments d’ordre 2
¯M d
v
g
2f θg f vg f
θ
g f vg f θg 2f
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De plus dans le cadre de notre configuration stationnaire, l’équation (2.68) peut se réécrire
simplement
¯B ¯BT d ¯A ¯M h ¯M ¯AT (2.69)
On obtient ainsi une nouvelle formulation analytique pour la matrice de diffusion et en déve-
loppant cette écriture compactée, on obtient directement les coefficients de la matrice ¯B
Bvv d 2 vg 2f Avv (2.70)
Bθv d
1
Bvv \
vg 2f Aθv h θg f vg f
\
Avv h Aθθ ]] (2.71)
Bθθ d
\
2 θg f vg f Aθv h 2 θg 2f Aθθ
q
B2θv ]
1 2 (2.72)
2.4.4 Évaluation quantitative du modèle couplée
Au vu de la méthode d’identification des coefficients du modèle stochastique couplé, leur
formulation analytique a été établie de manière à prédire correctement les échelles de temps La-
grangiennes dynamiques et thermiques ainsi que la variance et le flux de température. On donne
ci-dessous les valeurs numériques correspondantes des composantes des matrices de dérive et
de diffusion pour le cas B2 :
¯A d
16 { 7 0
1 { 05 8 y 9
¯B d
0 { 80 0
q
0 { 011 0 y 041
À partir des formes des fonctions de structure dans la zone inertielle, on peut écrire sous les
hypothèse de Kolmogorov Bvv d C 0εf et Avv d
3
4 C 0 ε f k k. Les valeurs de C 0 pour les cas A2
et B2 sont alors reportées dans la première colonne du tableau 2.4. Cette valeur est à peu près
30% plus élevée que la valeur obtenue à partir des fonctions de structure (deuxième colonne du
tableau 2.4) et 10% plus petite que la corrélation (2.17).
En utilisant la formulation du modèle IEM (2.42), on peut réécrire Aθθ d 12C φε k k et la matrice
¯B est nulle. Alors, en utilisant les valeurs des matrices ¯B, il vient que la constante C
φ est plus
grande que la valeur standard dont nous avons déjà parlé ; notons toutefois que cette valeur est
proche du rapport d’échelles dissipatives (15% plus grande) qui peut être considéré comme une
correction de Cφ.
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FIG. 2.11 – Fonction d’autocorrélation Lagrangiennes de vitesse à gauche et de température à droite :
comparaisons des résultats issus de la DNS B2 ( ) et du modèle stochastique Lagrangien ( ).
Au contraire, si on utilise la formulation du modèle de Langevin (2.46), on peut réécrire sous les
hypothèses de Kolmogorov Bθθ d Cφ 1 εθ f et Bvθ d q
Cφ2

C0
2
εθ f . Les résultats obtenus
pour Cφ 1 à partir de cette expression et de la DNS B2 ainsi qu’à partir des fonctions de struc-
ture sont très proches. De plus, la valeur de Aθθ est très proche de 1 k T Lθ bien que les fonctions
d’autocorrélation de température ne soit pas des exponentielles en
q
t k T Lθ .
Dans le modèle général proposé dans ce paragraphe, la contribution en v
g f pour l’incrément de
température est prise en compte à cause de la modification du champ fluctuant de température
induit par la présence du gradient moyen de température imposé. La valeur du coefficient Avθ
est très proche de celle du gradient imposé (5% à 10% d’écart à peu près) ce qui justifiera notre
hypothèse qui consiste à assimiler ce coefficient au gradient de température moyenne du fluide
dans le modèle que nous utiliserons dans le chapitre 3.
La figure 2.11 présente la comparaison entre les fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes de
vitesse et de température mesurées à partir des simulations numériques et celles obtenues avec
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FIG. 2.12 – Fonction d’autocorrélation Lagrangiennes de de température : comparaison du modèle expo-
nentielle exp
v
t  T Lθ ( ) et du modèle stochastique Lagrangien ( ) avec les résultats de la DNS
B2 ( ).
le modèle stochastique évalué précédemment. En particulier, sur la figure 2.12, on compare la
fonction d’autocorrélation Lagrangienne de température à la forme exponentielle exp
\q
t k T Lθ ]
(trait interrompu pointillé) et à la forme issue du modèle général de Langevin (trait plein).
On observe que ces formes sont relativement proches bien que le modèle de Langevin permet
d’améliorer la pente de la fonction. On compare cette fois sur la figure 2.13 les fonctions de
corrélation croisée Lagrangiennes vitesse température. La forme de ces corrélations est glo-
balement bien capturée. Pour la fonction, ˜RLθv on observe bien une forme exponentielle avec
une décroissance en l’inverse de l’échelle de temps intégrale T L. De plus, le temps pour lequel
˜RLvθ atteint son maximum est prédit avec précision. Néanmoins, ce maximum est légèrement
sous-estimé (entre 10% et 15 %).
2.5 Conclusion
L’analyse Lagrangienne du champ de température a été exposée dans la première partie de
ce chapitre. Les fonctions d’autocorrélation de température et de corrélation croisée vitesse-
température ont été mesurées dans les simulations présentées au chapitre 1. Nos résultats sont
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FIG. 2.13 – Fonction de corrélation croisée Lagrangiennes de vitesse-température : comparaisons des
résultats issus de la DNS B2 ( ) et du modèle stochastique Lagrangien ( ).
concordant avec ceux proposés par Yeung [80] : l’échelle intégrale thermique de temps est deux
fois grande que celle dynamique et la corrélation croisée Lagrangienne vitesse-température
n’est pas symétrique par rapport à l’axe t=0. La première remarque est à considérer avec une
certaine réserve car cette échelle de temps peut être influencée par le forçage de la turbulence
dynamique. Cependant, la deuxième remarque est quant à elle plus fondamentale : on a pu ob-
server une surcorrélation entre la vitesse à un instant t et la température durant un instant t h T
où le temps T est proche de l’échelle intégrale dynamique de temps.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons étudié la modélisation stochastique de la
turbulence thermique. Après avoir présenté les modèles Lagrangiens stochastiques utilisés dans
la modélisation de la turbulence par des approches pdf, nous avons proposé un modèle de Lan-
gevin général couplé vitesse-température et nous l’avons évalué au regard de nos simulations
numériques directes. Ainsi, allons nous directement utiliser les résultats concernant ce modèle
pour l’étendre à la modélisation statistique des écoulement gaz-particules par une approche pdf
jointe fluide-particule, modélisation présentée dans le prochain chapitre.
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TAB. 2.4 – Valeurs des constantes des modèles dynamique et thermique issues des simulations,
des fonctions de structure, des modèles standards
DNS (C
0) Fonctions de structure Modèle standard Modèle de Sawford
C0 3.9 3 2,1 4.3
DNS (C
φ) Modèle standard Rθ
Cφ 3.3 2 2.6
DNS (Cφ 1 et Cφ 2 ) Fonctions de structure
Cφ1 1,5 1,7
Cφ2 0,65 0,7
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3.1 Introduction
La finalité de cette étude est la compréhension du transport de température par une phase
dispersée dans un écoulement gazeux turbulent anisotherme. L’écoulement porteur anisotherme
ayant été analysé au cours des précédents chapitres, nous allons à présent aborder les différents
niveaux de descriptions envisageables pour traiter la dynamique et la thermique d’un ensemble
de particules en suspension, de la simulation déterministe à la modélisation statistique.
Dans un premier temps, on peut suivre de manière déterministe un ensemble de particules et
calculer leurs trajectoires, vitesses et températures à partir des données du champ gazeux. Dans
le cadre de ce travail, ce suivi Lagrangien de particules, appelé par l’acronyme anglais DPS
(Discrete Particle Simulation), sera couplé au calcul DNS du champ gazeux. La trajectoire,
la vitesse ainsi que la température de chaque particule sont ainsi pilotées par des équations
différentielles Lagrangiennes. Ces équations qui seront résolues pour chaque particules, sont
formulées sous certaines hypothèses :
– La fraction volumique de particules présentes dans l’écoulement est bien inférieure à
10 z 3 si bien qu’il est légitime de négliger les collisions interparticulaires.
– La taille des particules est inférieure aux plus petites échelles de la turbulence du fluide.
– La masse volumique des particules est très grande devant celle du fluide et on les suppose
solides, sphériques et indéformables.
En pratique, les particules sont des points-masse suivis un à un dans le domaine de calcul, ce qui
revient à chercher leur position xp ainsi que leurs vitesses up et leurs températures θp associées
à cette position, à chaque instant de la simulation. On supposera enfin que les particules sont
uniquement animées d’un mouvement de translation. Le système d’équations différentielles à
résoudre est donc le suivant :
dxp
dt d up (3.1)
mp
dup
dt d F (3.2)
mpCpp
dθp
dt d Q h S (3.3)
où l’opérateur ddt représente la dérivée lagrangienne le long d’une trajectoire d’une particule
solide ddt
y
d
∂
∂t
y
h up [ i
∂
∂xi .
La masse de la particule est notée mp, F représente la somme des forces agissant sur la particule,
Cpp la capacité thermique (ou chaleur massique) de la particule, Q la chaleur échangée avec le
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fluide, S la source de chaleur radiative du à l’environnement extérieur. La description ainsi que
la formulation des termes retenus pour la résolution de ces équations sont présentées en détail.
Ensuite, nous présentons la description statistique d’un nuage de particules suspendues dans
un écoulement turbulent anisotherme. On présente en particulier l’approche pdf jointe fluide-
particule pour la modélisation de ces écoulements diphasiques. Une fermeture de l’équation
d’évolution de la pdf jointe est proposée. Les équations de transport des différents moments de
la pdf sont établies dans le cadre de la modélisation aux moments (approche à deux fluides).
3.2 Description du transport d’une particule isolée
3.2.1 Équation du mouvement d’une particule isolée
3.2.1.1 Un peu d’histoire...
Afin de calculer le champ de vitesse de chaque particule, il est indispensable de faire le bilan
des forces qui s’appliquent sur une particule isolée. D’une part, dans la littérature scientifique,
différentes forces ont été identifiées agissant sur la particule à des degrés plus ou moins impor-
tants. D’autre part, la formulation mathématique de certaine d’entre elles s’avère relativement
complexe. Aussi est-il intéressant de quantifier l’importance des effets de chacune d’entre elles
afin de manier avec cohérence hypothèses et simplifications.
Les premiers travaux concernant le mouvement d’inclusions dans un champ fluide remontent à
la fin du 19ème siècle. Basset [2], Boussinesq [9] et Oseen [46] étudièrent le mouvement d’une
particule sphérique soumis au champ de gravité dans un fluide au repos. Ces travaux donnent
naissance au modèle BBO. Tchen [73] a poursuivi par la suite cette étude dans le cadre des
écoulements turbulents homogènes. Le dernier pas significatif fut l’extension au champ turbu-
lent inhomogène proposée par Maxey et Riley [42] d’une part et Gatignol [30] d’autre part.
Leur idée de base est identique et ils proposent de décomposer le bilan des forces agissant sur
une particule en deux contributions, la première notée Fn  pp correspondant à la force qui s’ap-
pliquerait à la particule fluide correspondante et la deuxième notée Fpp due à la perturbation du
champ de vitesse en présence de la particule solide.
dxp [ i
dt d up [ i (3.4)
ρp
pi d3p
6
dup [ i
dt d F
n  p
p [ i h F
p
p [ i (3.5)
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Deux hypothèses sont alors posées afin de formuler mathématiquement ces deux contributions.
La première limite la taille des particules considérées. Maxey et Riley supposent que le dia-
mètre de la particule est bien inférieur à l’échelle de Kolmogorov (dp
~
kη). Cette hy-
pothèse permet d’utiliser la vitesse du fluide à l’emplacement de la particule localement non
perturbée par celle-ci u f @p. Gatignol, quant à elle, se place dans un cadre moins restrictif en
considérant des particules ayant un diamètre de l’ordre de l’échelle de Kolmogorov. Pour
cela, elle utilise les vitesses du fluide, non perturbées par la particule solide, moyennées sur le
volume de la particule pour l’une (uvf @p) et moyennées sur la surface pour l’autre (usf @p). Avec
cette hypothèse, on peut écrire Fn  pp comme suit :
Fn  pp [ i d
pi d3p
6  \ ρp q ρ f ] gi h ρ f
D
Dt
uvf @p [ i  (3.6)
où l’opérateur DDt  représente la dérivée lagrangienne le long d’une trajectoire d’une particule
fluide DDt
y
d
∂
∂t
y
h u f [ i ∂∂xi . Cette contribution inclue les effets de pesanteur, de gradient de pression
et de viscosité.
La deuxième contribution Fpp est composée de la force de traînée, de la force de masse ajoutée
et de la force de Basset ou force d’histoire :
F pp [ i d F
T
p [ i h FMAp [ i h FBp [ i (3.7)
La deuxième hypothèse permettant une formulation simplifiée de cette contribution consiste à
supposer un nombre de Reynolds particulaire très petit,
Rep d
dp Vr
ν f
~
1 (3.8)
où Vr d up
q
u f @p désigne la vitesse relative entre le fluide et la particule. On peut alors réécrire
les trois contributions comme suit.
– Force de traînée :
FTp d mp
18 ρ f ν f
d2p \
usf @p
q
up ] (3.9)
La force de traînée est la résultante des contraintes visqueuses exercées par le fluide sur
la surface de la particule. La formulation de cette force qui est le point clé de notre étude
est discutée dans le prochain paragraphe.
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– Force de masse ajoutée :
FMAp d
mp
2
ρ f
\
d
dt
Ł
f
uvf @p
q
d
dt up ] (3.10)
La force de masse ajoutée correspond aux accélérations subies par le fluide environnant
de la particule.
– Force de Basset ou d’histoire :
FBp d mp
9 ρ f
dp
ν f
pi
t
z
∞
d
ds \ u
s
f @p
q
up ]
ds

t
q
s
(3.11)
La force d’histoire représente la mémoire de la particule en terme d’accélération le long
de sa trajectoire.
On peut obtenir enfin l’expression générale du bilan de force agissant sur une particule en
développant à l’ordre un les vitesses moyennes uvf @p et usf @p [30] :
uvf @p d u f @p h
d2p
40∆u f @p h O \ d
4
p∆u2 f @p ] (3.12)
usf @p d u f @p h
d2p
24
∆u f @p h O
\
d4p∆u2 f @p ] (3.13)
On note que lorsque l’on suppose que le diamètre des particules est bien inférieur à l’échelle de
Kolmogorov alors uvf @p  usf @p  u f @p et l’on obtient la formulation proposée par Maxey &
Riley qui est la même que celle de Gatignol en remplaçant uvf @p et usf @p par u f @p.
3.2.1.2 Généralisation de la loi de traînée
La généralisation au cas des écoulements particulaires à plus grands nombres de Reynolds
Rep repose sur l’introduction de coefficients correcteurs dans l’expression des forces s’appli-
quant sur la particule. En particulier, la force de traînée est modifiée lorsque que le nombre de
Reynolds augmente (voir figure 3.1). En introduisant le coefficient de traînée CD, la force de
traînée FD se réécrit alors
FD d
3
4
ρ f
ρp
mp
dp
CD Vr   Vr   (3.14)
Le coefficient de traînée est dépendant du nombre de Reynolds particulaire. Suivant sa valeur,
plusieurs régimes d’écoulement existent et différentes corrélations du coefficient de traînée ont
été proposées. Pour les petits nombres de Reynolds (Rep
~
1), la force de traînée appliquée sur
la particule se réduit à une force de nature visqueuse dont Stokes [70] a établi une expression
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FIG. 3.1 – Évolution de la valeur du coefficient de traînée en fonction du Reynolds particulaire.
analytique. Ce régime est est appelé régime de Stokes et le coefficient de traînée se déduit de la
solution de Stokes :
CD d
24
Rep
(3.15)
Pour Rep ¡ 1000, le régime est dit intermédiaire. Les effets inertiels deviennent important à
mesure que le Reynolds augmente et le coefficient de traînée devient non linéaire. Schiller &
Nauman [60] propose une correction expérimentale reproduisant la hausse de CD :
CD d
24
Rep \
1 h 0 { 15 Re0 [ 687p ] (3.16)
On observe sur la figure 3.1 l’influence du Reynolds particulaire sur la corrélation de Schiller
et Nauman et son caractère non linéaire à haut Reynolds.
Lorsque le nombre de Reynolds particulaire est compris entre 1000 et 40000, il existe des me-
sures expérimentales [13] relevant que le coefficient de traînée est égal à 0,44. Au-delà de ce
régime les phénomènes deviennent très complexes, et nous n’entrerons pas plus dans les détails
de ces problématiques car nous ne serons jamais confrontés à de tels régimes d’écoulement lors
de notre étude.
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3.2.2 Équation de la température d’une particule isolée
Si l’on considère l’écoulement non-isotherme, il convient de prendre en compte les trans-
ferts thermiques entre la particule et le milieu environnant. Une particule isolé risque de voir
sa température évoluer différemment en raison de ses propres caractéristiques physiques et des
échanges existant avec le fluide porteur. On peut distinguer trois modes de transferts de cha-
leur : les échanges convectifs (autour de la particule), par conduction au sein de la particule
ou par rayonnement. Dans nos conditions, on pourra négliger les transferts radiatifs. Les colli-
sions inter-particulaires étant négligées, il n’y a pas de transfert de chaleur par conduction lors
d’éventuels chocs. De plus, nous simulerons des particules ayant une conductivité thermique
suffisamment grande pour supposer une homogénéisation instantanée de leur température (voir
§3.2.2.3). Et c’est pourquoi, dans un premier temps, nous effectuerons un bilan thermique sur
chaque particule en ne considérant que les transferts par convection, puis nous donnerons les
éléments de nos simulations justifiant une telle simplification.
3.2.2.1 Transferts de chaleur par convection
Sous l’hypothèse où seul les transferts de chaleur par convection autour de chaque particule
sont pris en compte, le bilan de transfert de chaleur s’écrit pour une particule dont sa capacité
thermique (ou chaleur massique) Cpp est constante :
mp Cpp
dθp
dt d Sp
q
x f y qx n dS (3.17)
où Sp d pid2p est la surface de la particule, qx f la densité de flux de chaleur à la surface de la
particule et qx n la normale à la surface. En introduisant le nombre de Nusselt particulaire et la
température du fluide à l’emplacement de la particule θ f @p, on obtient :
ρp
pi d3p
6 Cpp
dθp
dt d q Nup Λ f pi dp \ θp q θ f @p ] (3.18)
3.2.2.2 Détermination du nombre de Nusselt
`A l’instar du coefficient de traînée CD intervenant dans le temps de relaxation dynamique
des particules, la connaissance du nombre de Nusselt intervenant dans le temps de relaxation
thermique des particules est incontournable afin d’évaluer la température instantanée de la par-
ticule. Le nombre de Nusselt dépend à priori de deux nombres adimensionnés :
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TAB. 3.1 – Corrélations du Nombre de Nusselt particulaire
Auteurs Domaine de validité Corrélation
Ranz Marshall (1952) 1
¡
Rep ¡ 70000 Nup d 2 h 0 { 6 Re1 2p Pr1 3
0 { 6
¡
Pr
¡
400
Clift et al. (1978) 0
¡
Rep ¡ 1 Nup d 1 h
\
1 h Rep Pr ] 1 3
1
¡
Rep ¡ 100 Nup d 1 h 1 h 1Rep Pr
1 3
Re0 [ 41p Pr1 3
100
¡
Rep ¡ 2000 Nup d 1 h 0 { 752 1 h 1Rep Pr
1 3
Re0 [ 472p Pr1 3
Li et Mason (2000) 0
¡
Rep ¡ 200 Nup d 2 h 0 { 6Re1 2p Pr1 3
200
¡
Rep ¡ 1500 Nup d 2 h 0 { 5Re1 2p Pr1 3 h 0 { 02Re0 [ 8p Pr1 3
Rep ¢ 1500 Nup d 2 h 4 y 5 10 z 5Re1 [ 8p
– Le nombre de Prandtl Pr, caractéristique du fluide, qui compare la diffusion dynamique
à la diffusion thermique
– Le nombre de Reynolds particulaire Rep qui compare le phénomène d’advection res-
senti par la particule à la diffusion de quantité de mouvement dans le fluide
Suivant la valeur de ces nombres adimensionnés, la valeur du nombre de Nusselt va être plus
ou moins modifiée. Ce constat amena de nombreux auteur à proposer différentes correlations
du nombre de Nusselt particulaire (voir tableau 3.1) ; notons qu’en l’absence d’advection la
valeur du Nusselt particulaire est 2 ce qui correspond au cas limite asymptotique de toute les
corrélations présentées. La figure 3.2 montre l’évolution de la valeur du nombre de Nusselt
particulaire en fonction du nombre de Reynolds particulaire. Dans la plage de valeur du nombre
de Reynolds qui nous intéresse (et que l’on simule) la valeur du Nusselt particulaire déduite des
différentes corrélations restent sensiblement la même suivant les corrélations. Aussi utiliserons
nous la corrélation de Ranz Marshall qui est la plus souvent préférée par les différents auteurs
de la bibliographie (voir par exemple [35, 78]).
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FIG. 3.2 – Évolution de la valeur du Nusselt particulaire en fonction du Reynolds particulaire ; £ Li et
Mason, o Clift et al., et - Ranz Marchall
3.2.2.3 Transferts de chaleur par conduction
Nous allons montrer dans ce paragraphe la nécessité de se poser la question de négliger
ou non le phénomène de conduction au sein de la particule. En effet, dans la plus part des
simulations numériques, la température de la particule est suposé homogène à chaque instant.
Toutefois nous allons voir qu’il existe des couples particule - air qui sont loin de satisfaire cette
hypothèse. Intuitivement, le rapport entre la conductivité thermique du gaz Λ f et celle de la
particule λp pilote le mécanisme de conduction relative. En effet, si une particule possède un
très grande conductivité thermique face à celle du gaz qui la transporte alors sa température sera
homogène en son sein. Formellement, cette évaluation repose sur la détermination du nombre de
Biot pour chaque type de couple particule - gaz. Ce nombre adimensionné apparaît directement
en écrivant la condition de Fourrier sur la particule [] et il se définit ainsi :
Bi d
Nup Λ f
2 λp
(3.19)
On peut supposer la température de la particule homogène si ce nombre est suffisamment petit,
typiquement inférieur à 10 z 1. Pour se donner un ordre d’idée à priori du nombre de Biot, on
utilise la valeur asymptotique du nombre de Biot ˜Bi dans le cas où le nombre de Nusselt vaut
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TAB. 3.2 – Propriétés de différents types de particules
Particules Masse volumique Chaleur massique Conductivité thermique Nombre de Biot
ρp (kg y m z 3) Cpp (J y kg z 1 y K z 1) λp (W y m z 1 y K z 1) ˜Bi
Aluminium 2700 900 237 1 { 110 z 4
Graphite 2250 1800 155 1 { 910 z 4
Lithium 535 3582 84,7 3 10 z 4
Fer 7860 450 80 3 { 310 z 4
Verre 2530 720 1 3 { 3 10 z 2
Bois 740 1760 0,35 7 { 5 10 z 2
Liège 240 1670 0,04 0,66
2, c’est-à-dire dans le cas où le Reynolds particulaire tend vers 0. En effet le nombre de Biot
se réécrit ainsi en fonction uniquement des conductivités thermique du gaz et de la particule ce
qui permet une première évaluation rapide de ce critère pour différents types de particules. On
obtient ainsi ˜Bi d Λ fλp . Le tableau 3.2 montre clairement qu’il existe des associations qui ne satis-
font pas ce critère. En effet, le gaz qui sera toujours de l’air dans nos simulations, associé à des
particules de liège ou de bois par exemple (suffisamment petites pour être considérées comme
sphérique) sont des cas très limites. Les transferts par conduction ne peuvent être négligés dans
ces situations. De plus, notons que dans certaines situations, le nombre de Reynolds particulaire
peut devenir important ce qui engendre une augmentation du nombre de Biot.
3.3 Description statistique d’un ensemble de particules
La description statistique des écoulements gaz-particules présentée dans cette partie est is-
sue de la théorie cinétique des gaz raréfiés (voir Bird [6]). En effet, le mouvement aléatoire d’un
nuage de particules dans un écoulement turbulent peut être comparé à celui de molécules au sein
d’un gaz. Aussi certains auteurs (Derevich et Zaichik [18], Zaichik et Vinberg [84], Reeks [55]),
ont-ils cherché à appliquer la théorie cinétique aux écoulements diphasiques gaz-particules afin
d’établir les équations de transport des grandeurs moyennes de la phase dispersée. Il est ainsi
possible de décrire l’état thermo-dynamique d’un ensemble de particules en terme de vitesse,
de température, ou de masse à partir de l’équation de transport de la fonction de densité de pro-
babilité ou pdf de particules. Ces approches nécessitent la connaissance des propriétés du fluide
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"vues" par les particules, principale difficulté à contourner dans cette approche. On considère
un nuage de Np particules identiques et de masse constante en suspension dans un champ fluide
turbulent non-isotherme. Pour chacune de ces particules, à chaque instant t, on peut associer
un état thermo-dynamique constitué par les variables physiques que sont la position xp, la vi-
tesse up, et la température θp de la particule. Une description probabiliste complète du nuage
de particules consisterait à calculer la probabilité d’obtenir une réalisation donnée des variables
physiques du problème qui sont dans notre cas les trois composantes de la position et de la
vitesse ainsi que la température de chaque particule.
3.3.1 Fonction de densité de probabilité particule fp
Dans le cadre des écoulements diphasiques anisothermes, des approches basées sur la pdf
de vitesse et de température des particules furent développées notamment par Zaichik [85],
ou Pandya & Mashayek [49]. On définit en premier lieu la fonction de densité de probabilité
de vitesse et de température des particules comme la moyenne des réalisations des variables
positions-vitesses-températures des particules f p
\
cp { ζp { x { t;ℜ f ] sur un ensemble de réalisa-
tions du champ fluide de vitesse et de température de l’écoulement ℜ f . Formellement, on peut
écrire fp ainsi :
fp d f f p i
d
Np
∑
p¤ 1
δ
\
xp
q
x ] δ
\
up
q
cp ] δ
\
θp
q
ζp ] (3.20)
où l’opérateur f y i représente la moyenne sur l’ensemble des réalisations de champ de vitesse
et de température de l’écoulement ℜ f . x, cp et ζp sont les variables de l’espace des phases
correspondantes à xp, up et θp.
En fait, cette fonction de densité de probabilité fp
\
cp { ζp { x { t ] est telle que
fp
\
cp { ζp { x { t ] dcp dζp dx (3.21)
représente le nombre probable de particules dont le centre de masse au temps t est compris dans
le volume  x { x h d x , et avec une vitesse up, respectivement une température θp, comprise dans
l’intervalle  cp { cp h d cp  , respectivement  ζp { ζp h d ζp  .
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Son intégration sur l’espace des phases de vitesse et de température des particules est égale au
nombre de particules par unité de volume :
np
\
x { t ]Id fp
\
c { ζ;x { t ] dcp dζp (3.22)
De même que nous avions rappelé dans le chapitre précédent qu’il était possible d’écrire les
grandeurs statistiques de l’écoulement fluide anisotherme à partir de la pdf de vitesse et de
température fluide, n’importe quel moment de la phase dispersée peut être défini à partir de
la pdf de vitesse et de température des particules fp. Soit Qp
\
cp
\
x { t ]l{ ζp
\
x { t ]] une fonction
quelconque de la vitesse et de la température des particules, on définit le moment f Qp i à la
position de la particule et au temps t par :
f Qp i
\
x { t ]Jd
1
np
\
x { t ]
Qp
\
up
\
x { t ]l{ θp
\
x { t ]] fp
\
cp { ζp;xp { t ] dcp dζp (3.23)
En particulier, la vitesse et la température moyenne des particules s’écrivent alors :
Up [ i df up [ i id
1
np
cp [ i fp dcp dζp (3.24)
Θp df θp id
1
np
ζp fp dcp dζp (3.25)
On écrira désormais fp, respectivement np en lieu et place de fp
\
cp { ζp;x { t ] , respectivement
np
\
x { t ] afin d’alléger les notations. De plus, jusqu’à la fin du document, l’opérateur de moyenne
f
y
i désigne la moyenne Lagrangienne sur la position des particules. Par ailleurs, on définit la
vitesse et la température fluctuante des particules par rapport aux moyennes précédemment
définies comme :
ugp [ i d up [ i
q
Up [ i (3.26)
θgp d θp
q
Θp (3.27)
Ainsi, à partir de ces définitions, on peut définir les composantes du tenseur des contraintes
cinétiques des particules f u
gp [ i ugp [ j i
np f ugp [ i ugp [ j id  cp [ i
q
Up [ i  cp [ j
q
Up [ j fp dcp dζp (3.28)
les composantes du flux de chaleur des particules f u
gp [ i θgp i
np Cpp f ugp [ i θgp id Cpp  cp [ i
q
Up [ i ¥ ζp
q
Θp  fp dcp dζp (3.29)
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et la variance de température des particules q2θp
np Cpp q2θp d
np
2
f θgp θgp i (3.30)
d
1
2
Cpp  ζp
q
Θp t ζp
q
Θp  fp dcp dζp (3.31)
On suppose que la chaleur massique des particules est constante dans la suite de ce travail. On
omet à partir de maintenant d’écrire le terme Cpp dans les équations suivantes.
3.3.2 Équation d’évolution de la pdf fp
En différenciant par rapport au temps l’équation (3.20), on obtient l’équation d’évolution de
la fonction de densité de probabilité fp :
∂ fp
∂t h
∂
∂x j
 cp [ j fp >d
q
∂
∂cp [ j
dup [ j
dt
Ł
cp { ζp fp
q
∂
∂ζp
dθp
dt
Ł
cp { ζp fp h ∂ fp∂t coll
(3.32)
On note dans cette équation la dérivée suivant la trajectoire des particules ddt , et f y
Ł
cp { ζp i dé-
signe la moyenne conditionnée par la réalisation de vitesse up d cp et de température θp d ζp.
Les termes du membre de droite représentent respectivement les contributions des forces exté-
rieures sur les particules (action du fluide sur les particules, champ de gravité...), celles dues aux
échanges thermiques entre les particules et le milieu environnant (échanges convectifs, radia-
tifs...), et enfin le taux de variation de la pdf du aux interactions particule-particule (collisions,
coalescence...). Dans la suite de ce travail, les effets de collisions entre les particules solides
seront négligés et la fermeture de ce terme ne sera pas présentée.
3.3.3 Équation de transport des moments de la phase dispersée
En multipliant l’équation de transport de fp (3.32) par une fonction quelconque de la vitesse
et de la température des particules Qp
\
cp
\
x { t ]l{ ζp
\
xp { t ] dcp dζp ] , et en intégrant sur l’espace
des vitesses cp et des températures ζp, on obtient l’équation de transport du moment f Qp i :
∂
∂t np mp f Qp ih
∂
∂x j
np mp f up [ j Qp id np mp
dup [ j
dt
∂Qp
∂cp
h np mp
dθp
dt
∂Qp
∂ζp (3.33)
Nous allons appliquer cette équation pour des cas bien particuliers de Qp afin d’écrire les équa-
tions de transport des grandeurs macroscopiques de l’écoulement.
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3.3.3.1 Bilan de masse de la phase dispersée
En prenant Qp d 1, on obtient le bilan de masse de la phase dispersée :
∂
∂t np mp h
∂
∂x j
np mp Up [ j d 0 (3.34)
3.3.3.2 Équation de transport de la vitesse et de la température moyenne des particules
On obtient l’équation de transport de la vitesse moyenne des particules en prenant Qp d
mp cp [ i,
∂
∂t np mp Up [ i h
∂
∂x j
np mp Up [ j Up [ i d
q
∂
∂x j
np mp ugp [ j ugp [ i h np mp
dup [ i
dt (3.35)
et celle de la température moyenne des particules en prenant Qp d mp ζp,
∂
∂t np mp Θp h
∂
∂x j
np mp Up [ j Θp d
q
∂
∂x j
np mp ugp [ j θgp h np mp
dθp
dt (3.36)
Ces équations font apparaître les moments d’ordre deux u
gp [ j ugp [ i et ugp [ j θgp représentant
respectivement le tenseur des contraintes cinétiques des particules et le flux de chaleur des
particules. Leur équation de transport peut être obtenue de la même façon.
3.3.3.3 Équation de transport des contraintes cinétiques des particules
En posant Qp d mp  cp [ i
q
Up [ i  cp [ j
q
Up [ j  , l’équation de transport des contraintes ciné-
tiques des particules s’écrit donc :
∂
∂t np mp ugp [ i ugp [ j h
∂
∂xk
np mp Up [ k ugp [ i ugp [ j d
q
∂
∂xk
np mp ugp [ i ugp [ j ugp [ k
q
np mp ugp [ i ugp [ k
∂Up [ j
∂xk q
np mp ugp [ j ugp [ k
∂Up [ i
∂xk
h np mp ugp [ i
up [ j
dt h np mp ugp [ j
up [ i
dt (3.37)
En particulier, l’équation de transport de l’énergie cinétique des particules q2p d 12 ugp [ iugp [ i
s’écrit :
∂
∂t np mp q
2
p h
∂
∂xk
np mp Up [ k q2p d
q
1
2
∂
∂xk
np mp ugp [ i ugp [ i ugp [ k
q
np mp ugp [ i ugp [ k
∂Up [ i
∂xk
h np mp ugp [ i
dup [ i
dt (3.38)
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Le premier terme du membre de droite de l’équation représente le transport turbulent du ten-
seur des contraintes cinétiques des particules par les fluctuations de vitesse des particules. Le
deuxième terme est un terme de production d’énergie cinétique des particules par les gradients
de vitesse des particules. Le dernier terme est un terme d’échange de quantité de mouvement
entre le gaz et les particules.
3.3.3.4 Équation de transport du flux de chaleur des particules
De même, en posant Qp d mp  cp [ i
q
Up [ i  ζp
q
Θp  , on obtient l’équation de transport du
flux de chaleur des particules :
∂
∂t np mp f ugp [ i θgp ih
∂
∂x j
np mp Up [ j f ugp [ i θgp id
q
∂
∂xk
np mp f ugp [ i θgp ugp [ k i
q
np mp f ugp [ i ugp [ k i
∂Θp
∂xk q
np mp f θgp ugp [ k i
∂Up [ i
∂xk
h np mp ugp [ i
dθp
dt h np mp θgp
dup [ i
dt (3.39)
De la même façon que pour l’énergie cinétique des particules, on retrouve dans le membre de
droite de l’équation du flux de chaleur des particules, un terme de transport turbulent du flux
par les fluctuations de vitesse des particules, puis deux termes de production par les gradients
de température et de vitesse et enfin deux termes d’échange entre les deux phases.
3.3.3.5 Équation de transport de la variance de température des particules
Enfin, en prenant Qp d mp  ζp
q
Θp  ζp
q
Θp  , on obtient l’équation de transport de la
corrélation f θ
gp θgp i :
∂
∂t np mp f θgp θgp ih
∂
∂x j
np mp Up [ j f θgp θgp id
q
∂
∂xk
np mp f θgpθgp ugp [ k i
q
2np mp f θgp ugp [ j i
∂Θp
∂x j
h 2np mp θgp
dθp
dt (3.40)
En divisant par deux l’équation précédente, on obtient l’équation de transport de la variance de
température des particules :
∂
∂t np mp q
2
θp h
∂
∂x j
np mp Up [ j q2θp d
q
1
2
∂
∂xk
np mp f θgpθgp ugp [ k i
q
np mp f θgp ugp [ j i
∂Θp
∂x j
h np mp θgp
dθp
dt (3.41)
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Cette équation de transport est particulièrement similaire, dans sa formulation, à l’équation
de transport de l’énergie cinétique des particules, avec un terme de transport turbulent de la
variance de température par les fluctuations de vitesse des particules, un terme de production par
le gradient de température et enfin un terme d’échange de chaleur entre le gaz et les particules.
3.3.3.6 Vers la fermeture des équations aux moments
Nous pouvons remarquer que l’ensemble de ces équations de transport font apparaître les
termes liés aux forces extérieures s’appliquant sur les particules np mp
dup  j
dt
∂Qp
∂cp et liés aux
échanges thermiques avec l’environnement extérieur np mp
dθp
dt
∂Qp
∂ζp . La formulation de ces
termes n’est en général pas fermée car les termes dup  jdt et
dθp
dt font intervenir la vitesse et la
température du fluide à la position de la particule. Dans le cadre de l’approche basée sur la pdf
fp, une solution consiste à fermer directement l’équation de transport de la pdf en se donnant le
champ fluide à priori par le biais de ses corrélations Lagrangiennes de vitesse et de température
le long des trajectoires des particules. Plusieurs auteurs ont proposé des fermetures dont Reeks
[55] (uniquement pour la pdf de vitesse des particules), Pandya & Mashayek [49], ou Zaichik
[18, 85] dont nous présenterons le modèle dans le prochain paragraphe.
Une autre solution consiste à introduire une fonction de densité de probabilité jointe fluide-
particule [63] où la vitesse et la température du fluide à l’emplacement de la particule sont
prédites dans cette pdf jointe. Nous présenterons alors un modèle de fermeture pour l’équation
de transport de la pdf jointe fluide-particule de vitesse et de température dans la dernière partie
de ce chapitre.
Dans le cadre de ces deux approches, on suppose que la trajectoire, la vitesse et la température
des particules sont entièrement décrites par le système d’équations suivantes :
dxp [ i
dt d up [ i (3.42)
dup [ i
dt d q
up [ i
q
u f @p [ i
τp
(3.43)
dθp
dt d q
θp
q
θ f @p
τθp
(3.44)
où u f@ p d u f \ xp { t ] et θ f @p d θ f \ xp { t ] sont les vitesses et températures du fluide non pertur-
bées par la présence de la particule. Au vu de ce qui a été présenté précédemment concernant
la modification du coefficient de traînée et du nombre de Nusselt, on définit les temps de re-
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laxation dynamique τp et thermique τθp à partir des corrélations de Schiller & Nauman et de
Ranz-Marshall,
τp d
ρp d2p
18 µ f
\
1 h 0 y 15Re0  687p ]
(3.45)
τθp d
Cpp ρp d2p
6 λ f
\
2 h 0 y 6 Re1 2p Pr1 3 ]
(3.46)
On remarque ces deux échelles de temps de relaxation des particules sont non linéaires vis à
vis du nombre de Reynolds particulaire. C’est pourquoi, il n’est en général pas possible de les
sortir de l’opérateur de moyenne. Simonin [62] propose alors d’introduire le temps de relaxation
dynamique moyen des particules :
1
τ¯p
d
1
τp
(3.47)
et Simonin & Flour [65] posent pour les petites valeurs de Reynolds particulaire (Rep n 10) :
1
τ¯θp
d
1
τθp
(3.48)
3.3.4 Modèles de fermeture proposés par Zaichik
3.3.4.1 Fermeture de l’équation de transport de fp
Nous allons décrire, dans cette partie, la solution proposée par Zaichik [18, 85] pour fermer
l’équation de transport de la pdf fp. En préambule, Zaichik exprime, par intégration du système
(3.42)-(3.44), les coordonnées des particules en terme de position, vitesse et température comme
des fonctionnelles de la vitesse et de la température du fluide :
xp [ i
\
t ]¦d
t
0
up [ i
\
t g§] dt g (3.49)
up [ i
\
t ]¦d
t
0
u f [ i
\
x
\
t
g
]l{ t
g
]
τp
exp
q
t
q
t
g
τp
dt g (3.50)
θp
\
t ]¦d
t
0
θ f
\
x
\
t
g
]l{ t
g
]
τθp
exp
q
t
q
t
g
τθp
dt g (3.51)
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Ensuite le point de départ de cette modélisation est la réécriture des deux derniers termes de
l’équation de transport de fp qui sont dup  jdt
Ł
cp { ζp et dθpdt
Ł
cp { ζp :
dup [ j
dt
Ł
cp { ζp d
q
1
τ¯p
up [ j
q
u f @p [ j
Ł
cp { ζp d
q
1
τ¯p
cp [ j
q
U f @p [ j
q
ug f @p [ j
Ł
cp { ζp (3.52)
dθp
dt
Ł
cp { ζp d
q
1
τ¯θp
θp
q
θ f @p
Ł
cp { ζp d
q
1
τ¯θp
ζp
q
Θ f @p
q
θg f @p
Ł
cp { ζp (3.53)
On obtient au final l’équation de transport de fp suivante :
∂ fp
∂t h
∂
∂x j
 cp [ j fp ¨h ∂∂cp [ j q
cp [ j
q
U f [ j
τ¯p
fp h ∂∂zetap q
ζp
q
Θ f
τ¯θp
fp d
q
1
τ¯p
∂ f u
g f @p [ j f p i
cp [ j q
1
τ¯θp
∂ f θ
g f @p f p i
∂ζ (3.54)
où nous rappelons que la fonction de distribution de vitesse et de température des particules
fp d©f f p i . La détermination des corrélations f ug f @p [ i f p i et f θg f @p f p i constitue alors le pro-
blème de fermeture de cette équation de transport. Pour ce faire, en supposant que les champs
de vitesses et de températures du fluide sont des processus stochastiques Gaussiens dont les
fonctions d’autocorrélation sont connues. Zaichik réécrit alors ces corrélations avec la formule
de Furutsu-Novikov [29] pour les fonctions aléatoires Gaussiennes :
f ug f @p [ i f p iªd f ug f [ i
\
x { t ] ug f [ k
\
x1 { t1 ]i
δ f p
\
x { t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ]
dx1dt1
h f ug f [ i
\
x { t ] θg f
\
x1 { t1 ]i
δ f p
\
x { t ]
δθ f
\
x1 { t1 ]
dx1dt1 (3.55)
f θg f @p f p iªd f ug f [ k
\
x1 { t1 ] θg f
\
x { t ]i
δ f p
\
x { t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ]
dx1dt1
h f θg f
\
x { t ] θg f
\
x1 { t1 ]i
δ f p
\
x { t ]
δθ f
\
x1 { t1 ]
dx1dt1 (3.56)
où les dérivées fonctionnelles qui apparaissent dans les formules précédentes s’expriment ainsi :
δ f p
\
x { t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ]
d
q
∂
∂x j
f p
\
x { t ]
δxp [ j
\
t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ] q
∂
∂u f [ j
f p
\
x { t ]
δup [ j
\
t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ]
q
∂
∂θ f
f p
\
x { t ]
δθp
\
t ]
δu f [ k
\
x1 { t1 ]
(3.57)
112
3.3 Description statistique d’un ensemble de particules
δ f p
\
x { t ]
δθ f
\
x1 { t1 ]
d
q
∂
∂θ f
f p
\
x { t ]
δθp
\
t ]
δθ f
\
x1 { t1 ]
(3.58)
Ces dérivées fonctionnelles peuvent se déterminer en appliquant les opérateurs de différencia-
tion fonctionnelle δ k δu f [ k et δ k δθ f aux fonctionnelles de vitesse et de température (3.49), (3.50)
et (3.51).
L’ensemble de ces développements analytiques est exposé dans l’article de Zaichik [85]. Au
final, les fermetures des corrélations f u
g f @p [ i f p i et f θg f @p f p i sont :
f ug f @p [ i f p id
q
f ug f [ i ug f [ k i fu
∂ fp
∂cp [ k
h τ¯p gu
∂ fp
∂xk
h τ¯p lu
∂U f [ n
∂xk
∂ fp
∂cp [ n
h τ¯2p hu
∂U f [ n
∂xk
∂ fp
∂xn
h τ¯2p hu
∂U f [ n
∂xk
∂Up [ j
∂xn
∂ fp
∂cp [ j
h τ¯θp qu
∂Θ f
∂xk
∂ fp
∂ζp h τ¯
2
p hu
∂U f [ n
∂xk
∂Θp
∂xn
∂ fp
∂ζp
q
f ug f [ i θg f i ftu
∂ fp
∂ζp (3.59)
f θg f @p f p id
q
f ug f [ k θg f i fut
∂ fp
∂cp [ k
h τ¯p gut
∂ fp
∂xk
h τ¯p lut
∂U f [ n
∂xk
∂ fp
∂cp [ n
h τ¯2p hut
∂U f [ n
∂xk
∂ fp
∂xn
h τ¯2p hut
∂U f [ n
∂xk
∂Up [ j
∂xn
∂ fp
∂cp [ j
h τ¯θp qu
∂Θ f
∂xk
∂ fp
∂ζp h τ¯
2
p hu
∂U f [ n
∂xk
∂Θp
∂xn
∂ fp
∂ζp
q
f θg 2f i ft
∂ fp
∂ζp (3.60)
où les expressions générales des coefficients f , g, l, q et h, sont des fonctions des temps
de relaxations dynamique et thermique des particules et des fonctions de corrélation Lagran-
giennes de vitesse et de température du fluide. Dans cette approche, ces fonctions sont suppo-
sées connues et Zaichik propose des expressions simplifiées dans le cas où l’on suppose que la
forme de ces fonctions sont exponentielles.
On réécrit, dans ce cadre, les formulations simplifiées des seuls coefficients intervenant dans les
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équations de transport des moments d’ordre 2 :
fu d 1
1 h τ¯pT L
, gu d
1
τ¯p
T L 1 h
τ¯p
T L
, lu d
1
τ¯p
T L 1 h
τ¯p
T L
2 (3.61)
gut d
1
τ¯p
T Lθv
1 h τ¯pT Lθv
, lut d
1
τ¯p
T Lθv
1 h τ¯pT Lθv
2 (3.62)
qu d
1
Γ τ¯pT L 1 h
τ¯p
T L 1 h Γ
τ¯p
T L
, qut d
1
Γ τ¯pT Lθv
1 h τ¯pT Lθv
1 h Γ τ¯pT Lθv
(3.63)
fut d 1
1 h τ¯pT Lθv
, ftu d 1
1 h τ¯
θ
p
T Lθv
, ft d 1
1 h τ¯
θ
p
T Lθ
, Γ d
τ¯θp
τ¯p
(3.64)
Les équations de transport des moments de la phase dispersée correspondantes au modèle de
Zaichik sont formulées dans l’annexe A. Au chapitre 5, ces équations seront réécrites dans le
cadre d’une turbulence homogène isotrope stationnaire avec un gradient de température imposé
au fluide, en utilisant les expressions des coefficients (3.61) à (3.64).
3.4 Fonction de densité de probabilité jointe fluide-particule
3.4.1 Équation de transport de la pdf jointe f f p
Dans le cadre de l’approche basée sur la fonction de densité de probabilité de vitesse et
de température de particule, la fermeture de l’équation de transport de fp dépend du modèle
que l’on se donne pour les corrélations f u
g f @p [ i f p i et f θg f @p f p i . Une alternative proposée par
Simonin [63] consiste alors en l’introduction d’une nouvelle densité de probabilité qui contient
les informations sur les propriétés physiques du fluide "vues" par les particules, vitesse, tem-
pérature, masse... On définit ainsi dans notre cas la fonction de densité de probabilité jointe
fluide-particule de vitesse et de température f f p
\
c f { cp { ζ f { ζp { x { t ] tel que
f f p
\
c f { cp { ζ f { ζp { x { t ] dcp dc f dζp dζ f dx (3.65)
représente le nombre probable de particules à l’instant t, dont le centre de masse est compris
dans le volume  x { x h dx , avec une vitesse up et une température θp respectivement comprises
dans  cp { cp h dcp  et dans  ζp { ζp h dζp  , et "voyant" une vitesse fluide u f@ p et une température
fluide θ f @p respectivement comprises dans  c f { c f h dc f  et dans  ζ f { ζ f h dζ f  . Cette fonction
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est directement liée à la fonction de densité de vitesse et de température des particules et par
définition on peut écrire :
fp
\
cp { ζp { x { t ]Id f f p
\
c f { cp { ζ f { ζp { x { t ] dc f dζ f (3.66)
Il est possible de définir à partir de cette pdf jointe fluide-particule, les caractéristiques macro-
scopiques de la phase dispersée préalablement définies à partir de la pdf fp. On obtient ainsi :
np d f f p dcp dc f dζp dζ f (3.67)
np Θp d ζp f f p dcp dc f dζp dζ f (3.68)
np Up [ j d cp [ j f f p dcp dc f dζp dζ f (3.69)
np q2θp d
1
2 \
ζp
q
Θp ]
\
ζp
q
Θp ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.70)
np f ugp [ iθgp iªd
\
cp [ i
q
Up [ j ]
\
ζp
q
Θp ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.71)
Le nombre moyen de particules par unité de volume np, la vitesse et la température moyenne
des particules Up [ j et Θp, ainsi que la variance et le flux de température des particules q2θp et
f u
gp [ iθgp i sont strictement égaux à ceux définis à partir de la pdf de vitesse et de température des
particules fp à la section précédente.
Il est possible, à l’instar de la fonction de densité de probabilité fp, de dériver une équation de
transport de type Boltzman pour décrire l’évolution de la pdf jointe fluide-particule :
∂ f f p
∂t h
∂
∂x j
 cp [ j f f p Jd
q
∂
∂cp [ j
dup [ j
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p
q
∂
∂c f [ j
du f @p [ j
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p
q
∂
∂ζp
dθp
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p
q
∂
∂ζ f
dθ f @p
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p h ∂ f f p∂t coll
(3.72)
On retrouve les termes existant dans l’équation de transport de la pdf fp, en particulier les
termes liés aux forces extérieures s’appliquant sur les particules ainsi que ceux liés à l’échange
de chaleur entre le fluide et les particules. En utilisant les mêmes fermetures que pour celles
considérées pour fermer l’équation de la pdf fp, ces termes apparaissent cette fois sous forme
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fermés. En effet, ils se réécrivent alors en utilisant les relations (3.43), (3.44) et (3.47), (3.48) :
q
∂
∂cp [ j
dup [ j
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p d ∂∂cp [ j
\
cp [ j
q
c f [ j ]
τ¯p
f f p (3.73)
q
∂
∂ζp
dθp
dt
Ł
cp { c f { ζp { ζ f f f p d ∂∂ζp
\
ζp
q
ζ f ]
τ¯θp
f f p (3.74)
Deux termes supplémentaires représentent la modification de la vitesse et de la température
fluide le long de la trajectoire des particules. Enfin, le dernier terme représente la modification
de la pdf jointe fluide-particule induite par les collisions inter-particulaires. Ce terme peut être
modélisé dans le cadre de cette modélisation [24] mais nous nous intéresserons pas à ce type
de problématique dans notre étude. Ce terme sera donc négligé par la suite. Il apparaît alors
que la fermeture de cette équation de transport se réduit à la seule fermeture de la dérivée
particulaire de la vitesse et de la température fluide. Nous baserons alors notre modélisation sur
la modélisation stochastique des écoulements turbulents présentée au chapitre 2.
3.4.2 Fermeture de l’équation de transport de la pdf jointe f f p
Les fermetures de la dérivée particulaire de vitesse et de température fluide sont basées sur
une extension de la modélisation Lagrangienne stochastique de la turbulence monophasique pré-
sentée au chapitre précédent. Simonin [63] propose de modéliser l’incrément de vitesse fluide
le long de la trajectoires de particules par une équation de Langevin, et nous transposerons cette
fermeture à l’incrément de température.
3.4.2.1 Fermeture Lagrangienne du terme de dérivée de vitesse fluide du f @p  idt
La dérivée Lagrangienne de la vitesse du fluide le long de la trajectoire d’une particule
s’écrit :
du f @p [ i
dt d
u f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]
q
u f [ i
\
xp { t ]
δt (3.75)
L’incrément de vitesse fluide peut alors être décomposé en trois contributions suivantes,
u f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]¦d u f [ i
\
xp { t ]
h u f [ i
\
xp h u f δt { t h δt ]
q
u f [ i
\
xp { t ]
h U f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]
q
U f [ i
\
xp h u f δt { t h δt ]
h  ug f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]
q
ug f [ i
\
xp h u f δt { t h δt ] (3.76)
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où la première contribution représente l’incrément Lagrangien de vitesse fluide non perturbée
le long de la trajectoire d’un élément fluide. Cet incrément peut être modélisé par une équation
de Langevin dont nous avons présenté les caractéristiques au chapitre précédent lors de la fer-
meture de la modélisation stochastique de la turbulence. La deuxième contribution correspond
à l’incrément Eulérien de vitesse moyenne du fluide due au mouvement relatif de la particule et
du fluide. On peut réécrire ce terme en effectuant un développement limité au premier ordre :
U f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]
q
U f [ i
\
xp h u f δt { t h δt ] d
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂U f @p [ i
∂x j
δt (3.77)
où U f @p df u f @p i est la vitesse moyenne du fluide le long de la trajectoire de la particule.
Enfin, la dernière contribution correspond à l’incrément Eulérien de la fluctuation de vitesse
fluide "vue" par les particules. Cette contribution est due au mouvement relatif entre la phase
dispersée et le fluide et contient les effets de croisement de trajectoire d’éléments fluides par
celle des particules doit être modéliser.
Á partir de cette décomposition, et en utilisant les résultats présentés au chapitre précédent
concernant la modélisation stochastique de la turbulence [51], Simonin et. al [64] proposent
une extension à l’équation de Langevin généralisée (GLM) pour la turbulence monophasique
qui s’écrit :
du f @p [ i d
q
1
ρ f
∂Pf
∂xi
h ν f
∂2U f [ i
∂x2j
dt h
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂U f @p [ i
∂x j
dt
h G f p [ i j
\
u f @p [ j
q
U f [ j ] dt h C f p [ i j dWf p [ j (3.78)
On constate que la principale différence entre cette formulation et celle présentée dans le cadre
de la modélisation monophasique réside dans la prise en compte du terme
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂U f @p  i
∂x j dt.
Pour le reste, les termes G f p [ i j
\
u f @p [ j
q
U f [ j ] dt et C f p [ i j dWf p [ j intègrent ensemble les effets de
viscosité, de gradient de pression fluctuante (comme pour l’équation monophasique) et éven-
tuellement les phénomènes de croisement de trajectoire (i-e l’effet éventuel de la troisième
contribution de l’équation (3.76). On rappelle que C f p [ i j est un tenseur dont les coefficients sont
à modéliser et Wf p [ j est un processus de Wiener dont l’incrément vérifie les propriétés :
f dWf p [ j id 0
f dWf p [ i dWf p [ j id δi j dt (3.79)
Nous utiliserons les mêmes relations pour fermer le coefficient C f p [ i qu’en écoulement mo-
nophasique en faisant l’hypothèse que les fonctions de structure de vitesse du fluide "vues"
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sont les mêmes que celles du fluide. En outre, nous verrons ultérieurement que ces coefficients
n’interviennent que dans les équations de transport des corrélations du fluide. Notre approche
consistant à prédire les corrélations de la phase dispersée sachant les corrélations du fluide (on
suppose qu’elles sont données par une autre méthode, RANS par exemple), nous ne nous foca-
liserons pas sur la légitimité de la fermeture du coefficient de Wiener.
Le tenseur de dérive G f p [ i j est à la fois caractéristique du fluide et des particules et il peut se
mettre sous la forme suivante [64] :
G f p [ i j d
q
1
T Lf @p
δi j (3.80)
où T Lf @p est l’échelle de temps intégrale du fluide "vue" par les particules. Ce temps n’est en
général pas égal à l’échelle de temps intégrale Lagrangienne du fluide T L. Néanmoins, dans
le cadre des écoulements turbulents homogènes isotropes forcées, nous utiliserons l’échelle
Lagrangienne du fluide pour modéliser le tenseur de dérive. D’autres modèles plus évolués,
ont été formulés dans le cadre de situation physiques plus complexes ou prenant en compte les
effets de croisement de trajectoire par exemple [17]. Dans notre étude, nous nous limiterons aux
écoulements turbulents homogènes isotropes sans gravité et c’est pourquoi nous ne présentons
qu’une fermeture "simple" de G f p [ i j. Pour des informations complémentaires notamment sur
la prise en compte du croisement de trajectoire entre éléments fluides et particules, l’auteur
intéressé peut se référer aux travaux de Deutsch & Simonin [20] et Deutsch [19].
3.4.2.2 Fermeture Lagrangienne du terme de dérivée de température fluide dθ f @pdt
Nous allons proposer une équation de Langevin pour la fluctuation de température "vue"
par les particules en s’inspirant de ce qui a été fait pour la fluctuation de vitesse. Moissette [43],
puis Chagras [11] ont proposé et utilisé une telle équation pour l’étude des transferts de chaleur
en canal. De la même façon que pour la dérivée Lagrangienne de la vitesse du fluide, la dérivée
de température le long de la trajectoire d’une particule s’écrit :
dθ f @p
dt d
θ f
\
xp h up δt { t h δt ]
q
θ f
\
xp { t ]
δt (3.81)
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De la même façon, on décompose l’incrément de température fluide en trois contributions équi-
valentes à celles proposées pour l’incrément de vitesse fluide,
θ f
\
xp h up δt { t h δt ]¦d θ f
\
xp { t ] (3.82)
h θ f
\
xp h u f δt { t h δt ]
q
θ f
\
xp { t ] (3.83)
h Θ f
\
xp h up δt { t h δt ]
q
Θ f
\
xp h u f δt { t h δt ] (3.84)
h θg f
\
xp h up δt { t h δt ]
q
θg f
\
xp h u f δt { t h δt ] (3.85)
On modélise la première contribution par une équation de Langevin sur la température fluide
dont les caractéristiques ont été étudiées au chapitre précédent. Le deuxième terme est réécrit
en effectuant un développement limité au premier ordre en temps :
Θ f
\
x h up δt { t h δt ]
q
Θ f
\
x h u f @p δt { t h δt ] d
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂Θ f @p
∂x j
δt (3.86)
où Θ f @p d«f θ f @p i est la température moyenne du fluide le long de la trajectoire des particules.
En se basant sur les travaux de Simonin, on propose alors une extension de l’équation de Lan-
gevin monophasique pour l’incrément de température du fluide "vu" par les particules :
dθ f @p d
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂Θ f @p
∂x j
dt
h Aθ f p
\
θ f @p
q
Θ f ] dt h B f pθu [ i dWf p [ i h B
f p
θ dWθ f p (3.87)
Tout comme pour l’équation de Langevin sur la vitesse, on trouve un terme supplémentaire
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂Θ f @p
∂x j dt par rapport à l’équation monophasique du au mouvement relatif entre
les phases.
Les remarques sur la modélisation des coefficients de Wiener impliqués dans l’équation de
l’incrément de vitesse du fluide "vu" par les particules sont à nouveau les mêmes pour B f pθu [ i et
B f pθ . On rappelle que Wθ f p est un processus de Wiener dont l’incrément vérifie les propriétés :
f dWθ f p iªd 0
f dWθ f p dWθ f p iªd dt (3.88)
Le coefficient Aθ f p est modélisé sur la base de l’équation de Langevin proposée dans le cas
monophasique présentée au chapitre précédent :
Aθ f p d
q
1
T Lθ f @p
(3.89)
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où T Lθ f @p est l’échelle de temps intégrale thermique "vue" par les particules. Comme pour
l’échelle dynamique, il n’y a pas de raisons pour qu’elle soit égale à l”échelle Lagrangienne
du fluide T Lθ . Nous nous intéresserons à son évolution suivant le l’inertie dynamique et ther-
mique des particules dans notre configuration en la mesurant dans les simulations au chapitre
5.
3.4.3 Équations de transport des corrélations fluide-particule
Dans un premier temps, il est intéressant d’observer qu’à partir de l’équation de transport
de la pdf jointe fluide-particule, on retrouve exactement les mêmes équations de transport des
moments de la phase dispersée exposées au paragraphe précédente, notamment celle de l’éner-
gie cinétique des particules (3.38), du flux de chaleur des particules (3.39) et de la variance de
température (3.40). Les derniers termes de ces équations se réécrivent alors :
ugp [ i
dup [ i
dt d
1
τ¯p
2q2p
q
q f p (3.90)
où q f p d ugp [ i ug f @p [ i est la covariance de vitesse fluide-particule.
θgp
dup [ i
dt d q
1
τ¯p
ugp [ iθgp
q
ug f @p [ iθgp (3.91)
ugp [ i
dθp
dt d q
1
τ¯θp
θgpugp [ i
q
θg f @pugp [ i (3.92)
où f θ
gp ug f @p [ i i et f θg f @p ugp [ i i sont les flux de chaleur fluide-particule.
θgp
dθp
dt d
1
τ¯θp
2q2θp q qθ f p (3.93)
où qθ f p d θgp θg f @p est la covariance de température fluide-particule.
On remarque alors que la connaissance des corrélations fluide-particule est nécessaire pour
fermer les équations de transport des moments de la phase dispersée. Or, à partir de l’équation
de transport de la pdf jointe, il est possible d’intégrer leurs équations de transport. Pour ce faire,
on relie directement les corrélations fluide-particule à la pdf jointe fluide-particule en écrivant
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les différents moments de cette pdf :
np Θ f @p d ζ f f f p dcp dc f dζp dζ f (3.94)
np q2θ f @p d
1
2 \
ζ f
q
Θ f ]
\
ζ f
q
Θ f ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.95)
np qθ f p d \ ζ f q Θ f ] \ ζp q Θp ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.96)
np f ugp [ iθg f @p iªd
\
cp [ i
q
Up [ j ]
\
ζ f
q
Θ f ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.97)
np f ug f @p [ iθgp iªd
\
c f [ i
q
U f [ j ]
\
ζp
q
Θp ] f f p dcp dc f dζp dζ f (3.98)
3.4.3.1 Équations de transport des corrélations de vitesse fluide-particule
L’approche pdf jointe fluide-particule permet d’écrire par intégration de l’équation (3.72),
les équations de transports des corrélations fluide-particule. En particulier, on obtient celle sur
les corrélations de vitesse fluide-particule :
∂ u
g f [ iugp [ j
∂t h Up [ k
∂ u
g f [ iugp [ j
∂xk
d
q
1
np mp
∂
∂x j
np mp f ug f [ iugp [ jugp [ k i
q
ug f [ iugp [ k
∂Up [ j
∂x j q
ug f [ kugp [ j
∂U f @p [ i
∂x j
q
ugp [ iugp [ k
∂Ud [ i
∂xk
q
1
τ¯p
ug f [ iugp [ j
q
ug f [ iug f [ j
h G f p [ ik ug f [ kugp [ j (3.99)
Le premier terme du membre de droite est le terme de transport turbulent de la covariance de
vitesse par les fluctuations de vitesse des particules. Les deux termes suivant sont des termes de
production par les gradients de vitesse moyenne des particules et du fluide. Le quatrième terme
est un terme de production par la vitesse turbulente de dérive. La vitesse turbulente de dérive
Ud représente le biais qu’il peut exister entre la vitesse moyenne du fluide à l’emplacement des
particules et la vitesse moyenne du fluide U f [ i :
U f @p [ i d U f [ i h Ud [ i où Ud [ i df ug f @p [ i i (3.100)
Le cinquième terme est un terme d’échange fluide-particule du à l’entraînement des particules
par le fluide. Enfin, le dernier terme modélise la destruction de covariance due aux effets de
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dissipation visqueuse, de pression-déformation et de croisements de trajectoires le cas échéant.
En contractant les indices i et j dans l’équation précédente, on obtient l’équation de transport
de la covariance de vitesse fluide-particule q f p :
∂q f p
∂t h Up [ k
∂q f p
∂xk
d
q
1
np mp
∂
∂x j
np mp f ug f [ iugp [ jugp [ k i
q
ug f [ iugp [ k
∂Up [ j
∂x j q
ug f [ kugp [ j
∂U f @p [ i
∂x j
q
ugp [ iugp [ k
∂Ud [ i
∂xk
q
1
τ¯p
q f p
q
2q2f @p
h G f p [ ik f ug f [ kugp [ j i (3.101)
Le terme de production par la vitesse de dérive apparaît explicitement dans cette formulation
car nous avons considéré dans la modélisation de l’incrément de vitesse Eulérien, le gradient de
vitesse moyenne "vue" par les particules ∂U f @p  i∂x j . Notons toutefois qu’il est courant de négliger
le terme de production par le gradient de vitesse de dérive en écrivant l’incrément de vitesse
Eulérien :
U f [ i
\
xp h up δt { t h δt ]
q
U f [ i
\
xp h u f δt { t h δt ] d
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂U f [ i
∂x j
δt (3.102)
3.4.3.2 Équations de transport de la covariance de température fluide-particule
En intégrant de la même façon que précédemment, on peut écrire l’ équation de transport de
covariance de température fluide-particule :
∂qθ f p
∂t h Up [ j
∂qθ f p
∂x j
d
q
1
np mp
∂
∂x j
np mp f ugp [ jθgpθg f @p i p
q
ugp [ jθg f @p
∂Θp
∂x j q
ug f @p [ jθgp
∂Θ f @p
∂x j
q
ugp [ jθgp
∂Θd
∂x j
h Aθ f p qθ f p q
1
τ¯θp
\
qθ f p q 2q
2
θ f @p ] (3.103)
Le premier terme du membre de droite de cette équation correspond au terme de transport tur-
bulent de la covariance de température par les fluctuations de vitesse des particules, les deux
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termes suivants corespondent respectivement au terme de production par les gradients de tem-
pérature moyenne des particules et du fluide. Le quatrième terme est un terme de production
par la température turbulente de dérive. Comme pour la vitesse, l’écart qu’il peut exister entre
la température moyenne du fluide à l’emplacement de la particule et la température moyenne
du fluide Θ f constitue la température turbulente de dérive :
Θ f @p d Θ f h Θd où Θd df θg f @p i (3.104)
Les deux derniers termes correspondent aux termes d’échange entre phases. Comme pour l’équa-
tion des corrélations de vitesse fluide-particule, nous pouvons noter que le terme de production
par le gradient de température de dérive apparaît explicitement et il peut être négligé en écrivant
l’incrément de température Eulérien :
θ f
\
x h up δt { t h δt ]
q
θ f
\
x h u f @p δt { t h δt ] d
\
up [ j
q
u f @p [ j ]
∂Θ f
∂x j
δt (3.105)
3.4.3.3 Flux de chaleur fluide-particule
On écrit maintenant les équations de transport des deux flux de chaleur fluide-particule,
f u
gp [ iθg f @p i et f ug f @p [ iθgp i en intégrant l’équation de la pdf jointe multipliée par mp \ cp [ i q Up [ i ] \ ζ f q
Θ f ] et mp
\
c f [ i
q
U f [ i ]
\
ζp
q
Θp ] :
∂ u
gp [ iθg f @p
∂t h Up [ j
∂ u
gp [ iθg f @p
∂x j
d
q
1
np mp
∂
∂x j
np mp f ugp [ jugp [ iθg f @p i p
q
ugp [ jθg f @p
∂Up [ i
∂x j q
ugp [ iug f @p [ j
∂Θ f @p
∂x j
q
ugp [ iugp [ j
∂Θd
∂x j
h Aθ f p ugp [ iθg f @p
q
1
τ¯p
\
ugp [ iθg f @p
q
ug f @p [ iθg f @p ] (3.106)
∂ u
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Pour chacune de ces équations, on retrouve les termes de transport turbulent, de production par
les gradients de vitesse et de température des particules et du fluide, et les termes d’échanges
entre phases.
3.5 Conclusion
Dans cette partie nous avons présenté la modélisation du transport de température par les
particules dans un écoulement turbulent. D’une part, après avoir identifié les mécanismes de
transfert de quantité de mouvement et de chaleur entre une particule isolée et le champ fluide
turbulent environnant, nous avons retenu les équations modélisant les différents transferts du
fluide vers la particule. Ce sont ces équations (3.42), (3.43), et (3.44) qui vont être résolues
numériquement pour un grand nombre de particules dans le cadre des simulations DNS+DPS
(prochain chapitre).
D’autre part, nous avons présenté l’approche pdf jointe fluide-particule pour la modélisation
statistiques des écoulements diphasiques turbulents anisothermes. La fermeture de l’équation
de transport de la pdf jointe fluide-particule de vitesse et de température s’effectue grâce à
modélisation Lagrangienne de type Langevin. Les équations macroscopiques de transport des
corrélations des particules dans le cadre de cette fermeture ont été établies. Les corrélations
du fluide "vues" par les particules (q2f @p, q2θ f @p et f vg f @pθg f @p i ) sont supposées égales aux
corrélations fluide, ces dernières étant supposées connues par une autre méthode (elles sont gé-
néralement calculées avec une approche RANS).
En outre, nous avons présenté une approche alternative basée sur la pdf de vitesse et de tempé-
rature des particules proposée par Zaichik [85] dont nous comparerons les résultats avec notre
modélisation lors des test numériques qui vont être présentés dans les prochains chapitres.
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Chapitre 4. Présentation des cas de simulations gaz-particules DNS+DPS
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons présenter l’ensemble des cas de simulations d’écoulements
turbulents anisothermes gaz-solides qui ont été réalisés. Il s’agit de réaliser le calcul des tra-
jectoires, des vitesses et des températures de chaque particule (DPS) couplé à la résolution du
champ fluide (DNS). Sous certaines hypothèses physiques propres à la phase dispersée, on se
donne des lois de transferts pour le calcul de la vitesse et de la température des particules.
Nous expliquons alors quelles sont les difficultés lors de la résolution numériques des équations
d’évolution des particules. Ensuite, nous présentons la configuration de l’écoulement, basée sur
le champ monophasique précédemment étudié auquel nous ajoutons une phase dispersée consti-
tuée de particules solides. Les caractéristiques physiques des particules sont ainsi présentées.
Pour finir, une étude paramétrique en fonction des temps de relaxation dynamique et thermique
des particules est présentée pour analyser les propriétés statistiques thermiques de la phase
dispersée. Les propriétés macroscopiques thermiques de l’écoulement seront ainsi présentées
en fonction de ces deux paramètres. En outre les bilans des équations exactes de transport de
variance et de flux de chaleur des particules seront présentés pour nos différentes simulations.
4.2 Conditions du calcul numérique
4.2.1 Hypothèses et équations retenues
Dans le cadre de nos simulations, nous considérons des écoulements mono-dispersés cor-
respondant à des configurations de type combustion de charbon pulvérisé. Ainsi, nous nous
sommes donné des particules possédant une masse volumique constante, quelques soient les
simulations entreprises, bien supérieure à celle du fluide (ρp k ρ f ¬ 1). Ensuite, nous avons fait
varier le diamètre des particules ainsi que la chaleur massique des particules afin de simuler
ce que nous appelons différentes classes de particules dynamiques et thermiques. La taille des
particules reste néanmoins inférieure à l’échelle de Kolmogorov pour l’ensemble des simula-
tions. De plus, au vu des valeurs du nombre de Biot pour les particules de type charbon (cf.
tableau 3.2) dans les régimes d’écoulement considéré (Rep faible), nous considérerons que ces
particules possèdent une température homogène tout au long de la simulation. Ni l’influence
de la phase particulaire sur la phase gazeuse (couplage inverse) tant au niveau dynamique que
thermique, ni celle des interactions particule-particule ne seront prise en compte lors de cette
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étude.
En résumé, seule la traînée est prise en compte pour le calcul des trajectoires des particules et
les transferts thermiques sont modélisés par l’échelle de temps de relaxation thermique définie
au chapitre précédent. Les équations régissant le mouvement et la température des particules
qui sont résolues dans le code de calcul sont alors les équations (3.42), (3.43) et (3.44).
4.2.2 Configuration et conditions aux limites
Les particules sont injectées dans l’écoulement d’air turbulent non-isotherme dont la confi-
guration a été présentée au chapitre 1 (voir figure 1.2). Aucune température moyenne n’est
imposée aux particules, seules leurs réponses au gradient de température fluide sont observées
dans ces simulations. Le nombre de particules est constant au cours de la simulation et les
particules ne quittent en aucun cas la boite de référence. En effet, lorsqu’une particule sort
du domaine de simulation, elle est automatiquement réinjectée au niveau de la face opposée.
Toutefois des précautions doivent être prises quant aux "conditions de réinjection" au vu des
conditions limites du fluide. Pour les particules sortantes dans la direction x (respectivement z),
la manipulation consiste simplement à modifier leur position d’une translation de plus ou moins
la longueur du domaine selon x (respectivement z) pour trouver les nouvelles coordonnées de
la particule tandis que les vitesses et températures demeurent inchangées. Dans le cas où une
particule sort du domaine par les faces y d 0 ou y d LB, on la réinjecte de la même façon par la
face opposée avec la même vitesse mais la température doit être modifiée afin de tenir compte
des conditions limites de température imposées au fluide dans cette direction.
yp n 0 yp d yp h LB θp
\
y ]md θp
\
y ] h ζ LB (4.1)
yp
p
LB yp d yp
q
LB θp
\
y ]md θp
\
y ]
q
ζ LB (4.2)
Comme le souligne Laviéville [40] dans le cadre de l’étude des écoulements cisaillés homo-
gènes, cette manoeuvre consiste à ne pas décorréler arbitrement le champ thermique des deux
phases.
4.2.3 Méthodes numériques
Pour résoudre les équations (3.42), (3.43), et (3.44), on doit résoudre deux difficultés princi-
pales. D’abord, si le temps de relaxation des particules devient petit devant l’incrément temporel
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FIG. 4.1 – Comparaison des spectres de variance de température calculés sur le mariage Eulérien (

),
interpolés avec la méthode SFM ( ® ) et interpolés avec la méthode splines cubiques ( ¯ ) pour la simulation
A2. On représente l’erreur relative sur la figure de droite pour les deux méthodes utilisées.
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1 ] alors l’intégration numérique peut être compromise.
Pour la résolution du mouvement en translation de particules discrètes dans un écoulement tur-
bulent homogène isotrope, Deutsch [19] utilise un schéma de Runge Kutta d’ordre 2 modifié, où
la première partie de l’équation (3.43) (
q
up k τp) est résolue de manière implicite. Nous avons
conservée cette approche, qui fut déjà retenue pour calculer le champ de vitesse des particules
[26] dans le code de calcul JADIM, afin de calculer la température des particules au cours du
temps.
Ensuite, le calcul de la vitesse et de la température des particules nécessite la connaissance des
grandeurs fluides à l’emplacement de la particule. Ceci s’effectue, grace à une interpolation du
champ Eulérien calculé aux noeuds du maillage sur la position des particules. Notons que ce
champ Eulérien contient les quantités fluctuantes de la température fluide alors que le calcul de
la température des particules nécessite les grandeurs totales. Une étape de reconstruction de la
température totale à partir du champ fluctuant est donc incontournable afin d’obtenir θ f @p.
Le choix de la méthode d’interpolation est toujours une question importante car il s’agit de
trouver un compromis entre la précision requise et le coût de calcul. En effet, l’interpolation du
champ de vitesse ou de température fluide sur la position des particules agit comme un filtre
et l’idée est de ne pas couper le spectre d’énergie ou de variance de température à trop pe-
tit nombre d’onde. Les effets des petites échelles, voire-même ceux des échelles énergétiques,
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TAB. 4.1 – Pourcentage de variance de température filtrée par la méthode d’interpolation (SFM
ou Spline cubiques) ∆q2θ f k q2θ f pour les simulations A2 et B2.
SFM Splines cubiques
Cas A2 0,0039 0,0011
Cas B2 0,01 0,008
seraient alors biaisés. Dans le cadre des études menées sur la dispersion des particules Balan-
chadar et Maxey [1] propose plusieurs schémas d’interpolation, du schéma linéaire au schéma
d’ordre plus élevé. L’une des méthodes nommée Shape Functions Method (méthode SFM voir
Annexe B) fut implémentée dans le code JADIM par Février [26]. Elle utilise 32 points en-
tourant la position de la particule et elle est quasiment d’ordre 2. Dans le cadre de l’étude des
collisions interparticulaires, Fede [24] a implémenté une méthode splines cubiques à l’ordre 3,
plus précise mais nettement plus coûteuse. Nous avons comparé les résultats des interpolations
du champ thermique issues de la méthode SFM et spline cubique.
Pour valider l’interpolation des températures fluides sur la position des particules, on dispose
arbitrairement dans le domaine une particule par maille et l’on calcul le spectre de variance de
température sur ce "maillage" et on le compare au spectre de variance issu du champ Eulérien.
On observe sur la figure 4.1 une coupure du spectre de variance de température avec l’interpola-
tion de type SFM à plus petit nombre d’onde qu’avec celle de type spline cubique. Néanmoins
comme on peut le voir dans le tableau 4.1, les erreurs commises avec la méthode SFM restent
acceptables et nous préférerons utiliser cette méthode à l’interpolation spline cubique au regard
du temps de calcul économisé.
4.3 Caractéristiques et propriétés physiques des cas simulés
4.3.1 Présentation des cas de simulations
Nous présentons dans le tableau 4.2 les propriétés physiques dynamiques des différentes
phases dispersées simulées pour les deux écoulements turbulents anisothermes A2 et B2.
Nous rappelons que dans tous les cas, la masse volumique des particules est constante (ρp d
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TAB. 4.2 – Présentation des différents cas étudiés pour les champs monophasiques A2 et B2.
Cas A21 Cas A22 Cas A23 Cas B20 Cas B21 Cas B22 Cas B23
° ± ² ³ ´
dp k η 0,13 0,2 0,4 0,065 0,13 0,22 0,46
ρp k ρ f 2250 2250 2250 2250 2250 2250 2250
αp 2 { 6 10 z 5 8 { 6 10 z 5 5 { 6 10 z 5 0 { 3 10 z 5 0 { 8 10 z 5 2 { 6 10 z 5 2 { 4 10 z 4
St 0,32 0,69 2,2 0,092 0,33 0,80 3,15
Rep 0,36 0,60 1,55 0,17 0,36 0,87 2,64
Nup 2,32 2,41 2,66 2,15 2,32 2,50 2,87
q2p
q2f
0,78 0,59 0,31 0,97 0,78 0,57 0,27
q f p
2 q2f
0,78 0,59 0,32 0,97 0,78 0,57 0,27
q2f @p
q2f
0,95 0,95 0,98 0,99 0,95 0,95 0,99
2632 { 5kg y m z 3), et que le diamètre et la chaleur massique des particules sont variables suivant
les cas. De ce fait, le chargement en particules et les temps de relaxation dynamique et thermique
des particules sont différents suivant les cas considérés.
Une fois le champ thermique monophasique statistiquement stationnaire atteint, on injecte un
ensemble de particules (typiquement 200 000 à 500 000 par classe de particules) aléatoirement
dans le domaine avec une vitesse égale à la vitesse du fluide à la position de la particule et
une température identique de 273K, correspondante à la température moyenne du fluide sur
l’ensemble du domaine de calcul.
4.3.2 Étude paramétrique : inerties dynamique et thermique
Comme nous avons pu le constater lors de la description statistique présentée au cours du
chapitre précédent, les propriétés statistiques thermiques et dynamiques de la phases dispersée
sont sensibles à la fois à l’inertie dynamique et à l’inertie thermique des particules. L’inertie
des particules se définit en comparant leur échelle de temps de relaxation à une échelle caracté-
ristique des grandes structures de la turbulence gazeuse. Aussi définissons nous les nombres de
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TAB. 4.3 – Propriétés thermiques de la phase dispersée pour différents nombres de Stokes.
Résultats pour le cas de simulation A23.
Stθ d 0 { 060 Stθ d 0 { 30 Stθ d 1 { 11 Stθ d 3 { 02 Stθ d 6 { 05
´ ³ ² µ
q2θp
q2θ f
1,02 1,0 1,05 1,30 1,72
f
v
o
pθ
o
p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
0 { 50 0 { 68 0 { 88 1 { 0 1 { 05
qθ f p
2 q2θ f
1,01 0,97 0,93 0,91 0,89
f
v
o
f @pθ
o
p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
1 { 01 0,82 0,58 0,47 0,38
f
v
o
pθ
o
f @p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
0,43 0,42 0,42 0,43 0,42
q2θ f @p
q2θ f
1,02 1,02 1,02 1,02 1,02
f
v
o
f @pθ
o
f @p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
1,05 1,05 1,04 1,05 1,05
Stokes dynamique et thermique suivant :
St d
τ¯p
T L
(4.3)
Stθ d
τ¯θp
T Lθ
(4.4)
En pratique, pour déterminer les cas de simulations qui ont été traités, nous avons calculé à
priori les nombres de Stokes dynamique et thermique pour un nombre de Reynolds particulaire
nul Rep d 0 et basés sur les échelles intégrales dynamique et thermique du fluide :
St0 d
τp
\
Rep d 0 ]
T L
(4.5)
Stθ0 d
τθp
\
Rep d 0 ]
T Lθ
(4.6)
Une étude paramétrique est alors envisagée pour étudier l’influence de ces deux paramètres sur
les caractéristiques thermiques de la phase dispersée. Un premier jeu de simulations utilisant la
turbulence monophasique A2 présentée au chapitre 1, est décrit dans la partie gauche du tableau
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TAB. 4.4 – Propriétés thermiques de la phase dispersée pour différents nombres de Stokes.
Résultats pour le cas de simulation B22.
Stθ d 0 { 073 Stθ d 0 { 35 Stθ d 1 { 4 Stθ d 3 { 6 Stθ d 7 { 3
´ ³ ² µ
q2θp
q2θ f
0,99 0,98 1,07 1,32 1,75
f
v
o
pθ
o
p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
0 { 94 1 { 08 1 { 11 1 { 10 1 { 09
qθ f p
2 q2θ f
0,97 0,94 0,90 0,89 0,88
f
v
o
f @pθ
o
p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
1 { 08 1,04 0,87 0,75 0,7
f
v
o
pθ
o
f @p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
0,82 0,82 0,82 0,82 0,82
q2θ f @p
q2θ f
0,99 0,99 0,99 0,99 0,99
f
v
o
f @pθ
o
f @p i
¶
v
o
f θ
o
f ·
1,08 1,08 1,08 1,08 1,08
4.2. On définit alors trois classes de particules A21, A22, et A23 pour la turbulence A2 dont la
taille des particules diffère d’une classe à l’autre (leur diamètre toujours inférieur à l’échelle de
Kolmogorov varie de 50µm à 0 { 2mm, soit dpη n 0 { 4). Pour chacune de ces classes, nous avons
fait varier la chaleur massique de la particule afin de simuler différentes sous classes de par-
ticules thermiques pour chaque classe A2i. Ainsi, pour une configuration dynamique donnée,
nous avons réalisé plusieurs configurations thermiques (typiquement nous avons fait varier le
nombre de Stokes thermique entre 0 y 05 et 50).
Cette manoeuvre a été reproduite dans le cas du champ monophasique à plus grand nombre de
Reynolds B2 afin d’étudier l’influence de l’intensité turbulente sur la dispersion thermique des
particules. Les caractéristiques de ces simulations sont données dans la partie droite du tableau
4.2.
Dans un soucis de clarté, nous n’avons pas donné l’ensemble des tableaux contenant les sta-
tistiques thermiques des différentes classes de particules thermiques pour chaque dynamique
considérée. Cela représenterait sept tableaux (trois pour le cas A2, quatre pour B2) avec pour
chacun 6 à 7 classes de particules thermiques différentes. Nous avons toutefois fourni deux
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exemples de ces tableaux (tableaux 4.3 et 4.4) pour les cas A23 et B22. Dans le cadre de l’analyse
des résultats proposée au chapitre 5, nous tracerons principalement, les propriétés statistiques de
l’écoulement diphasique en fonction de l’inertie thermique des particules pour chaque configu-
ration dynamique donnée. Les résultats de ces tableaux apparaîtront directement sur l’ensemble
de ces courbes.
4.4 Premiers résultats des simulations : une configuration sta-
tionnaire
Les particules suspendues dans le champ turbulent anisotherme connaissent un état tran-
sitoire thermique durant un certain temps caractéristique. Cette période transitoire dépend du
temps de relaxation thermique des particules. Les particules possédant une chaleur massique
faible vont s’adapter rapidement à la température du fluide environnant tandis que les particules
à forte chaleur massique seront moins sensibles aux fluctuations de température fluide.
Sur la figure 4.2 sont représentées deux coupes à z constant de l’écoulement B22 représentant
la superposition du champ de température fluide et celui des particules au même instant. Les
particules représentées sur ces figures sont les projections des particules situées à moins d’un
diamètre de la coupe coloriées par leurs températures. L’écoulement gazeux est strictement le
même d’un cas à l’autre et l’inertie dynamique est identique dans chaque cas (même nombre
de Stokes dynamique). Toutefois, sur la figure du haut, les particules ont un nombre de Stokes
thermique dix fois plus petit que celles de la figure du bas. La température des particules dans
ce cas est alors fortement corrélée avec celle du fluide. Le temps de réponse des particules, étant
petit, la majorité des particules s’adaptent vite à la température du fluide environnant.
Sur la figure du bas, les particules possèdent un temps de réponse thermique long et elles n’ont
pas le temps de "voir" la température du gaz. Dans ce cas, elles conservent leur température plus
longtemps et le champ de température instantanée de la phase dispersée est moins corrélé avec
celui du fluide. Fort de ce constat, on peut imaginer que les particules possédant un temps de
relaxation thermique élevé ne vont voir que de faibles variations de fluctuations de température.
Nous allons alors nous intéresser au développement temporel de la température moyenne et de
la variance de température des particules suivant leur inertie thermique.
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FIG. 4.2 – Superposition du champ de température du gaz et celui des particules à un instant t de la
simulation B22. Le nombre de Stokes thermique des particules vaut Stθ b 0 ¸ 35 sur la figure du haut et
Stθ b 3 ¸ 6 sur la figure du bas.
4.4.1 Résultats macroscopiques
4.4.1.1 Champ de température moyenne du fluide et des particules
Nous rappelons que nous n’imposons aucun gradient de température sur la phase dispersée.
La température des particules est alors uniquement modifiée par les interactions avec le fluide
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environnant. Au vu de la configuration homogène considérée, la température moyenne des par-
ticules relaxent quelque soit l’inertie thermique des particules vers la température moyenne du
fluide. Les profils de températures moyennes présentés dans la suite du document sont norma-
lisés par rapport à la température moyenne de la boite qui est de Θ f 0 d 273K ; ce qui est noté
sur les figures Θp est en fait la quantité
Θp ¹ yº
z
Θ f 0
∆θ , où ∆θ est la variation maximale de tempéra-
ture dans la boite. Pour calculer ces profils, on réalise des moyennes par plan xz contenant un
nombre suffisant de particules pour être représentatif du champ moyen.
Sur la figure 4.3, on trace sur la colonne gauche les profils de température des particules pour
le cas B22 (Stθ d 0 { 35) et sur celle de droite, ceux pour le cas B22 (Stθ d 1 { 4). On trace ces
profils à différents instants de la simulation (du haut vers le bas de la figure) et on s’aperçoit
effectivement que la température moyenne des particules relaxe dans les deux cas vers le profil
de température fluide imposé, moyennant un temps plus ou moins long.
De plus, on trace pour ces deux cas sur la figure 4.4, le profil de température moyenne du fluide
"vue" par les particules Θ f @p
\
y ] normalisé de la même façon que ceux des particules. On ob-
serve dans les deux cas que Θ f @p
\
y ] est identique au champ de température moyenne du fluide
imposé Θ f
\
y ] . Ce résultat spécifique à la configuration considérée, n’est en général pas vérifié.
Il peut exister un champ de température de dérive turbulente Θd qui représente l’écart entre la
température moyenne du fluide "vue" par les particules et la température moyenne du domaine
fluide. Ce champ de température de dérive turbulente est représenté en parallèle du champ de
température moyenne du fluide "vue" sur la figure 4.4 et l’on constate qu’il est effectivement
nul dans notre configuration.
4.4.1.2 Variance, covariance de température et flux de chaleur
Nous nous sommes intéressé par la suite au développement temporel des variances et co-
variances de température fluide-particule. On a tracé sur la figure 4.5 l’évolution temporelle
de la variance de température des particules et du fluide "vue" par les particules ainsi que la
covariance de température fluide-particule pour le cas A23 (Stθ d 0 { 3) en haut de la figure et
pour le cas A23 (Stθ d 6 { 05) en bas. Toutes ces grandeurs sont normalisées par la variance de
température du fluide. On observe une période transitoire pour la variance de température des
particules, et la covariance de température fluide-particule. En revanche, pour la variance de
température du fluide "vue" par les particules, elle est déjà statistiquement stationnaire et très
proche de la variance de température du fluide quelque soit le type de particules (lourde ou
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FIG. 4.3 – Profils de température moyenne des particules dans la direction y à différents instants de la
simulation B22. De haut en bas, t b 0 ¸ 001 s à t b 0 ¸ 1 s ; le nombre de Stokes thermique des particules
vaut Stθ b 0 ¸ 30 sur les figures de la colonne de gauche et Stθ b 3 ¸ 02 sur celles de droite.
légère au sens thermique). Ce résultat est caractéristique de notre configuration et un résultat
analogue a été observé [19] pour l’énergie cinétique du fluide "vue" par les particules dans le
cadre de la dispersion de particule en écoulement turbulent homogène isotrope. On observe que,
136
4.4­ Premiers résultats des simulations : une configuration stationnaire
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θf@p>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θd>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θf@p>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θd>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θf@p>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θd>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θf@p>
y
−0.5 0 0.5
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
<θd>
y
FIG. 4.4 – Profils de température moyenne du fluide "vue" par les particules dans la direction y et de
température de dérive turbulente à différents instants de la simulation B22. En haut, t b 0 ¸ 001 s et en bas
t b 0 ¸ 1 s ; le nombre de Stokes thermique des particules vaut Stθ b 0 ¸ 35 pour les figures de la colonne
de gauche et Stθ b 1 ¸ 4 pour celles de droite.
pour les particules possédant une faible inertie thermique, la variance de température des par-
ticules ainsi que la covariance de température fluide-particule atteignent rapidement l’équilibre
et tendent vers la variance de température fluide. En revanche, pour les particules à plus grande
inertie thermique, on observe deux comportements distincts : la covariance de température at-
teint l’équilibre rapidement, et sa valeur est plus faible que la variance de température du fluide
tandis que la variance de température des particules traverse une période transitoire un peu plus
longue pour atteindre une valeur à l’équilibre nettement plus importante que la variance de
température du fluide. Pour information, cette remarque montre comment d’une simulation à
l’autre, le temps de calcul pour atteindre l’état stationnaire peut varier de manière importante.
En pratique comme on peut le voir sur la figure 4.5, on est assuré d’obtenir la stationnarité après
3 à 4 échelles de temps de relaxation thermique.
On trace sur la figure 4.6 pour les deux cas précédents, l’évolution temporelle des flux de cha-
leur des particules, fluide-particule et du fluide "vus" par les particules, tous normalisés par le
flux de chaleur fluide. Comme pour la variance de température, le flux de chaleur fluide "vu" par
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FIG. 4.5 – Évolution temporelle de la variance de température des particules, la co-variance de tempé-
rature fluide-particule, et la variance de température du fluide "vue" par les particules normalisées par la
variance de température du fluide pour le cas A23 (Stθ b 0 ¸ 3 sur la figure du haut et Stθ b 6 ¸ 05 sur la
figure du bas). » : q2θp, ¼ : qθ f p  2, et ½ : q2θ f @p.
les particules f v
g f @pθg f @p i est déjà statistiquement stationnaire et est identique d’une simulation
à l’autre. Dans les deux cas, l’inertie dynamique des particules est la même, c’est pourquoi le
flux de chaleur fluide-particule f v
gpθg f @p i est identique d’une simulation à l’autre. De plus, on
observe qu’il est plus faible que celui du fluide. Pour les particules à faible inertie thermique,
le flux de chaleur fluide-particule f v
g f @pθgp i tend vers celui du fluide "vu" par les particules tan-
dis que pour les particules à plus forte inertie thermique, il diminue assez nettement. Le flux
de chaleur des particules f v
gpθgp i a, quant à lui, le comportement inverse : il augmente avec le
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FIG. 4.6 – Évolution temporelle du flux de chaleur des particules, des flux de chaleur fluide-particule, et
celui de chaleur du fluide "vu" par les particules, normalisés par le flux de chaleur du fluide pour le cas
A23 (Stθ b 0 ¸ 3 sur la figure du haut et Stθ b 6 ¸ 05 sur la figure du bas). » : v¾pθ¾p , ¼ : v¾ f @pθ¾p , ¿ :
v¾pθ¾ f @p , et ½ : v¾ f @pθ¾ f @p .
nombre de Stokes thermique pour dépasser la valeur du flux de chaleur fluide.
Les valeurs de ces statistiques sont moyennées en temps pour obtenir les valeurs des corrélations
à l’équilibre. Elles sont reportées dans les tableaux 4.3 et 4.4. Ces moyennes sont réalisées, une
fois l’état stationnaire atteint, sur des périodes d’échantillonnage suffisamment longues pour
obtenir une bonne convergence des statistiques (typiquement de 5 à 10 échelles de temps de
relaxation thermique suivant les cas). L’étude de ces corrélations est proposée en détail dans
le dernier chapitre et elles seront comparées aux résultats issus de la modélisation proposée au
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FIG. 4.7 – Bilan exact des termes de l’équation de variance de température à l’équilibre pour le cas B21.
À
:

v¾pθ¾p
∂Θp
∂y , Á : θ¾p
dvp
dt ® v¾p
dθp
dt et ½ : (4.8).
chapitre précédent. Dans la prochaine partie nous allons présenter les mesures des termes exacts
des équations de transports de variance de température et de flux de chaleur afin de vérifier les
bilans de ces équations.
4.4.2 Bilan des équations de transport de la phase dispersée
4.4.2.1 Variance de température de la phase dispersée q2θp
On rappelle ici l’équation (3.40) de transport sur la variance de température dans sa formu-
lation exacte.
∂q2θp
∂t h Up [ j
∂q2θp
∂x j
d
q
1
2 np mp
∂
∂x j
 np mp f ugp [ jθgpθgp i§
q
f θgpugp [ j i
∂Θp
∂x j
h θgp
dθp
dt
Dans le cadre de notre configuration, le terme de vitesse moyenne des particules est nul car il
n’y pas d’écoulement moyen, le terme de dispersion turbulente est nulle à cause du caractère
homogène de l’écoulement, et les termes de production par le gradient de température des par-
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ticules se réduisent au seul terme porté par le flux de chaleur des particules dans la direction y.
L’équation de transport de variance de température des particules se réécrit alors :
∂q2θp
∂t d q f θgpvgp i
∂Θp
∂y h θgp
dθp
dt (4.7)
Nous vérifions que cette équation est bien vérifié dans nos simulations et à l’équilibre nous
obtenons :
0 d
q
f θgpvgp i
∂Θp
∂y h θgp
dθp
dt (4.8)
Sur les figures 4.7 et 4.8, on trace les termes de production et de dissipation à l’équilibre pour
les différents cas B21, et B23 et on observe que le bilan de variance de température est bien
fermé. Toutefois, lorsque le temps de relaxation thermique de la particule devient trop petit
(typiquement pour des nombres de Stokes thermique inférieur à 10 z 2), nous avons observé que
le terme de dissipation était sous-estimé. D’autre part, lorsque le temps de relaxation thermique
devient trop grand, le temps pour atteindre l’équilibre ainsi que pour réaliser les statistiques
devient vite très important. Ces remarques constituent la raison essentielle pour laquelle nous
avons réalisé des simulations pour des nombres de Stokes thermique compris environ entre 0 { 05
et 50.
4.4.2.2 Flux turbulent de chaleur de la phase dispersée f v
gpθgp i
On rappelle maintenant l’équation (3.39) de transport du flux de chaleur des particules,
∂ f u
gp [ iθgp i
∂t h Up [ j
∂ f u
gp [ iθgp i
∂x j
d
q
1
np mp
∂
∂x j
 np mp f ugp [ iugp [ jθgp i§
q
f ugp [ iugp [ j i
∂Θp
∂x j q
f θgpugp [ j i
∂Up [ i
∂x j
h θgp
dup [ i
dt h ugp [ i
dθp
dt
Comme pour l’équation de transport de variance de température, on peut simplifier cette équa-
tion, le terme de production par le gradient de vitesse moyenne étant nul ainsi que le terme de
dispersion turbulente. De plus, seule la composante non nulle (i-e dans la direction du gradient)
du flux est réécrite :
∂ f v
gpθgp i
∂t d q f vgpvgp i
∂Θp
∂y h θgp
dvp
dt h vgp
dθp
dt (4.9)
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FIG. 4.8 – Bilan exact des termes de l’équation de variance de température à l’équilibre pour le cas B23.
À
:

v¾pθ¾p
∂Θp
∂y , Á : θ¾p
dvp
dt ® v¾p
dθp
dt et ½ : (4.8).
On peut alors écrire que le terme de production par le gradient de température
q
f v
gpvgp i
∂Θp
∂y est
équilibré par les deux termes de dissipation θ
gp
dvp
dt et vgp
dθp
dt une fois l’état statistiquement
stationnaire atteint :
0 d
q
f vgpvgp i
∂Θp
∂y h θgp
dvp
dt h vgp
dθp
dt (4.10)
On trace sur les figures 4.9 et 4.10, les termes de production et de dissipation de cette équation
et on vérifie que le bilan est bien satisfait. La variance de vitesse f v
gpvgp i est fixé par la dyna-
mique de la phase dispersée, et par conséquent, elle est identique quelque soit le nombre de
Stokes thermique. Le terme de production de flux de chaleur est donc constant (et négatif) pour
une classe de particules dynamique donnée. Les deux termes de dissipation contre-balancent le
terme de production et leur importance respective varie significativement avec les nombres de
Stokes thermique et dynamique. Dans le cas de particules légères, le terme θ
gp
dvp
dt est qua-
siment nul excepté pour les particules possédant un nombre de stokes thermique petit. Seul le
terme d’échange fluide-particule v
gp
dθp
dt contre-balance dans ce cas le terme de production.
Dans le cas de particules plus lourdes, lorsque le nombre de Stokes thermique diminue, l’impor-
tance du terme d’échange fluide-particule v
gp
dθp
dt diminue au profit du terme θgp
dvp
dt . Nous
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FIG. 4.9 – Bilan des termes exacts de l’équation de flux de chaleur des particules à l’équilibre pour le
cas B21.
À
:
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v¾pv¾p
∂Θp
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dvp
dt , Â : v¾p
dθp
dt et ½ : 4.10.
pouvons noter qu’il devient même négatif pour les petits nombres de Stokes, le terme θ
gp
dvp
dt
devient alors grand devant les autres termes.
Dans le cas où le temps de relaxation thermique de la particule est de l’ordre du temps de relaxa-
tion dynamique (cela correspond au cas où Stθ d 1 { 4 sur la figure 4.10), ces termes sont à peu
prés égaux. Un résultat similaire a été montré par Shotorban et. al [61] pour une configuration
avec gradients de température et de vitesse moyenne du fluide imposé.
4.5 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre l’ensemble des cas de simulations qui ont été réali-
sés dans le but de mieux comprendre les mécanismes de transport de température au sein de
l’écoulement turbulent à phase dispersée. Comme nous l’avions suggéré lors du chapitre 3, les
propriétés statistiques thermiques de la phase dispersée dépendent à la fois de l’inertie dyna-
mique et de l’inertie thermique des particules. En outre nous avons vérifié que les équations
d’équilibre de variance de température et de flux de chaleur des particules étaient respectées
dans nos simulations.
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FIG. 4.10 – Bilan des termes exacts de l’équation de flux de chaleur des particules à l’équilibre pour le
cas B23.
À
:

v¾pv¾p
∂Θp
∂y , Á : θ¾p
dvp
dt , Â : v¾p
dθp
dt et ½ : 4.10.
Nous allons dans le dernier chapitre analyser en détail la dispersion thermique des particules en
utilisant les résultats présentés dans ce chapitre afin de comparer les résultats des simulations
DNS+DPS avec ceux de l’approche pdf jointe fluide-particule proposée au chapitre précédent.
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons confronter les résultats des simulations numériques DNS+DPS
avec la modélisation présentée au chapitre 3.
Dans un premier temps, nous analyserons les fonctions d’autocorrélation Lagrangiennes de
température du fluide "vues" par les particules et celles des particules à partir des simulations
numériques. De plus, nous montrerons que des formes théoriques de ces fonctions d’autocorré-
lation Lagrangiennes peuvent être dérivées à partir de la modélisation proposée. Nous précise-
rons enfin l’influence de l’inertie thermique et dynamique des particules sur la modification des
échelles de temps intégrales associées à ces fonctions d’autocorrélation.
Dans un deuxième temps, nous reprendrons les résultats de la modélisation basée sur la pdf
jointe fluide-particule. Les modèles développés au chapitre 3 sont appliqués pour prédire les
flux de chaleur et variance de température dans le cas d’un écoulement turbulent homogène
isotrope avec un gradient de température imposé. Des test "à priori" - où les données seront di-
rectement tirées des simulations numériques - des modèles seront réalisés au regard des résultats
de la DNS dans le but de valider la forme des modèles proposés. En particulier, nous analyse-
rons les corrélations thermiques fluide-particule prédites par la modélisation stochastique ainsi
que leur comportement asymptotique. Enfin, la modélisation "in medio" - où les échelles de
temps "vues" par les particules seront modélisées - sera évaluée pour la prédiction des corré-
lations des particules. En parallèle, nous confronterons la modélisation basée sur la pdf jointe
fluide-particule à celle proposée par Zaichik [85].
5.2 Analyse des corrélations Lagrangienne des particules et
du fluide "vues" par les particules
5.2.1 Fonctions d’autocorrélation de vitesse du fluide "vues" par les par-
ticules
Lorsque l’on étudie la dispersion de particules en écoulement turbulent, nous avons vu qu’il
est nécessaire d’introduire les propriétés du fluide "vues" par les particules. En effet, si l’on
suppose qu’une particule suit le même élément fluide le long de son parcours [73], les proprié-
tés du fluide "vues" et celles du fluide sont identiques. Toutefois ce n’est pas toujours le cas et
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plusieurs études numériques [19, 40, 24] ont mis en évidence ce phénomène. Fede [24] reporte
dans sa thèse les différentes mesures de dispersion de particules réalisées en turbulence ho-
mogène isotrope par simulations directes ou des grandes échelles (figure 5.1). On définit alors
l’énergie du fluide "vue" par les particules par :
q2f @p d
1
2
ug f @p [ iug f @p [ i (5.1)
et T Lf @p l’échelle de temps Lagrangienne dynamique du fluide "vue" par les particules :
T Lf @p d
∞
0
RLf @p
\
τ ] dτ (5.2)
RLf @p d
u
g f @p [ i \ t ] ug f @p [ i \ t h τ ]
2q2f @p
(5.3)
où RLf @p est la fonction d’autocorrélation Lagrangienne de vitesse du fluide "vue" par les parti-
cules en turbulence homogène isotrope.
La figure 5.1 représente l’évolution de l’énergie du fluide "vue" et celle de l’échelle de temps
intégrale Lagrangienne dynamique "vue" en fonction du temps de réponse des particules. Les
particules les plus légères se comportent comme des traceurs de l’écoulement et l’échelle de
temps Lagrangienne dynamique du fluide "vue" tend vers l’échelle intégrale Lagrangienne dy-
namique T L. Au contraire, lorsque les particules sont plus lourdes, l’échelle de temps du fluide
"vue" tend vers l’échelle de temps Eulérienne dynamique. Dans ce cas, les particules sont qua-
siment immobiles par rapport au développement de la turbulence gazeuse.
Enfin l’échelle de temps Lagrangienne "vue" par les particules atteint un pic pour une gamme
intermédiaire de temps de relaxation des particules. Ce phénomène peut s’expliquer par les ef-
fets de concentration préférentielle [77, 26] qui sont importants pour cette gamme de particules.
Les mesures réalisées dans nos simulations sont conformes à ces résultats. Nos simulations ne
sont pas particulièrement représentative des régimes asymptotiques mais se situent dans une
gamme intermédiaire où B23, B22, représentent des cas où les particules voient plutôt l’échelle
de temps Eulérienne, le cas B21 présente des particules qui sont sujettes à la concentration
préférentielle et le cas B20 voient plutôt l’échelle intégrale Lagrangienne du fluide.
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FIG. 5.1 – Évolution de l’énergie cinétique du fluide "vue" par les particules (à gauche) et de l’échelle
Lagrangienne du fluide "vue" par les particules (à droite) en fonction du temps de relaxation dynamique
des particules. Résultat issu de Fede (2004) [24] à partir des ses propres données, de celles de Deutsch
[19] et de Laviéville [40] ; τtf correspond à T L, τtf @p à T Lf @p et τFf p à τ¯p.
5.2.2 Fonctions d’autocorrélation de température du fluide "vue" par les
particules
Comme pour le champ dynamique, on peut définir les propriétés thermiques du fluide "vues"
par les particules. On note alors la variance de température du fluide "vue" par les particules
q2θ f @p :
q2θ f @p d
1
2
θg f @pθg f @p (5.4)
Dans notre configuration homogène, cette variance est proche de la variance de température du
fluide q2θ f . Ceci est en accord avec la figure 5.2 (en haut) où l’on a tracé le rapport de la variance
de température du fluide "vue" sur celle du fluide en fonction du temps de relaxation thermique
des particules.
On peut définir alors les fonctions d’autocorrélation de température du fluide le long des tra-
jectoires des particules :
RLθ f @p d
1
2 q2θ f @p
θg f @p
\
t ] θg f @p
\
t h τ ] (5.5)
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FIG. 5.2 – Évolution de la variance de température du fluide "vue" par les particules (en haut) et de
l’échelle intégrale Lagrangienne de température "vue" par les particules (en bas) en fonction du nombre
de Stokes thermique pour la turbulence B. Les symboles sont ceux définis dans le chapitre 4 (Ä : St =
0,092 ; Å : St = 0,33 ; Æ : St = 0,8 ; : St = 3,15).
ainsi que l’échelle de temps Lagrangienne thermique "vue" par les particules T Lθ f @p :
T Lθ f @p d
∞
0
RLθ f @p \ τ ] dτ (5.6)
La figure du bas 5.2 représente le rapport de l’échelle de temps Lagrangienne du fluide "vue"
T Lθ f @p sur l’échelle de temps intégrale Lagrangienne du fluide T
L
θ . Pour une classe de parti-
cule dynamique donnée, l’échelle de temps Lagragienne du fluide "vue" est indépendante du
nombre de Stokes thermique considéré. En effet, seule la dynamique de la phase dispersée peut
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FIG. 5.3 – Évolution des échelles intégrales Lagrangiennes dynamiques (en haut) et thermique (en bas)
du fluide "vues" par les particules en fonctions du temps de relaxation dynamique des particules dans le
cas de la turbulence B (Ä : St = 0,092 ; Å : St = 0,33 ; Æ : St = 0,80 ; : St = 3,15 ; : (5.7)).
influencer la valeur de cette échelle en l’absence de couplage inverse thermique (le fluide ne
voit pas la chaleur massique des particules). De plus, lorsque les particules sont très légères
cette échelle tend vers l’échelle intégrale Lagrangienne du fluide T Lθ , c’est ce que l’on observe
pour le cas B20. Ensuite, plus les particules deviennent lourdes, plus l’échelle de temps Lagran-
gienne "vue" diminue pour tendre vers l’échelle Eulérienne de température du fluide. Il apparaît
alors que l’échelle Lagrangienne thermique du fluide "vue" ne peut être assimilée à l’échelle
intégrale Lagrangienne du fluide et qu’elle est largement dépendante de l’inertie dynamique
des particules. Ces variations sont bien plus importantes que pour l’échelle dynamique et l’on
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FIG. 5.4 – Comparaison des fonction d’autocorrélation de température du fluide vues par les particules
issues des simulations B21 (en haut) et B22 (en bas) avec la forme exponentielle exp
v
t  T Lθ f @p w ( ).
Les symboles sont eux définis au chapitre 4 (Æ : Stθ b 0 ¸ 073 ; Å : Stθ b 0 ¸ 35 ; : Stθ b 1 ¸ 4 ; Ä :
Stθ b 3 ¸ 6).
propose de formuler un modèle pour T Lθ f @p en fonction de l’inertie dynamique qui répond :
T Lθ f @p d T
E
θ
\
1
q
g
\
St ]] h TLθ g
\
St ] (5.7)
où g
\
x ]md 1
¹
1Ç xº 4 . Ce modèle est tracé en ligne continue sur la figure du bas 5.3 en comparaison
des mesures des échelles Lagrangiennes thermiques "vues" par les particules issues de nos dif-
férentes simulations pour la turbulence B2.
Nous avons mesuré les fonctions d’autocorrélation Lagrangienne de température du fluide "vues"
dans nos simulations, pour différentes classes de particules thermiques et dynamiques. Ces
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fonctions sont tracées sur la figure 5.4 (cas B22 et B23) pour différents temps de relaxation
thermiques de particules. La forme de ces fonctions est insensible aux variations de l’inertie
thermique des particules. Ce résultat est caractéristique de notre configuration homogène. De
plus, elle sont proches de la forme exp
\q
t k T Lθ f @p ] .
5.2.3 Fonctions d’autocorrélation de température des particules
Au cours du chapitre 2, nous avons montré qu’il était possible d’obtenir les formulations
analytiques des fonctions d’autocorrélation de température du fluide à partir des modèles sto-
chastiques considérés pour la température du fluide. Nous allons dans ce paragraphe s’inspirer
de cette méthode afin de dériver la forme analytique des fonctions d’autocorrelation de tempé-
rature des particules. Nous noterons de manière générale les fonctions de corrélation Lagran-
giennes :
RLXp \ t ]Èd Xp \ t0 ] Xp \ t0 h t ] (5.8)
RLXp f \ t ]Èd Xp \ t0 ] X f \ t0 h t ] (5.9)
RLXpY f \ t ]Èd Xp \ t0 ] Yf \ t0 h t ] (5.10)
Les modèles retenus dans le cas de la turbulence homogène isotrope soumise à un gradient de
température pour décrire la température des particules et du fluide le long des particules sont :
d
dt θp d q
1
τ¯θp
\
θp
q
θ f @p ] (5.11)
θg f
\
xp h updt { t h dt ]¦d θg f
\
xp { t ] h
\
vgp
\
xp { t ]
q
vg f
\
xp { t ]]
∂Θ f @p
∂y dt
q
1
T Lθ f @p
θg f
\
xp { t ] dt h B f pθu [ i dWf p [ i h B
f p
θ dWθ f p (5.12)
À partir des équations précédentes, un système d’équations différentielles sur les fonctions de
corrélation Lagrangiennes des particules et particules-fluide peut être établi :
d
dt R
L
θp d q
1
τ¯θp
RLθp q R
L
θp f
}
t (5.13)
d
dt R
L
θp f d q
1
T Lθ f @p
RLθp f h R
L
θpvp q R
L
θpv f
∂Θ f @p
∂y
}
t
p
0 (5.14)
La forme analytique de RLθp se déduit directement de l’intégration du système différentiel (5.13)
et (5.14). Dans une première approche, la deuxième contribution de l’équation différentielle
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(5.14) est négligée en faisant l’hypothèse que RLθpvp É RLθpv f . Ainsi, la fonction d’autocorrélation
de température particule-fluide est égale à :
RLθp f \ t ]ed qθ f p exp \q t k T
L
θ f @p ]
}
t
p
0 (5.15)
où l’on rappelle que qθ f p d θgpθg f @p est la covariance de température fluide-particule. Ces
fonctions d’autocorrélation ont été mesurées dans nos simulations et nous les avons représenté
pour le cas B22 sur la figure du haut 5.5. Nous observons que leur forme s’écarte de la forme
exponentielle lorsque les particules ont une inertie thermique importante. Dans ce cas l’hypo-
thèse RLθpvp É R
L
θpv f n’est plus vérifiée comme le montre la figure du bas 5.5. Néanmoins dans
l’optique de proposer une forme analytique de la fonction Lagrangienne d’autocorrélation de
température des particules, en faisant l’hypothèse (5.15) et à partir de l’équation différentielle
(5.13), on obtient directement la forme analytique suivante :
RLθp \ t ]Id 2q
2
θp exp \q t k τ¯
θ
p ] h
qθ f p
1
q
τ¯θp
T Lθ f @p
exp
\q
t k T Lθ f @p ] q exp \q t k τ¯
θ
p ] (5.16)
où l’on rappelle que q2θp d
1
2 θg
2
p est la variance de température des particules. Sur la figure
5.6 sont tracées les fonctions d’autocorrélation de température des particules normalisées par
2q2θp mesurées dans les simulations B22 et B23. La comparaison au modèle analytique (5.16)
où
qθ f p
2q2θp
et T Lθ f @p sont mesurées dans les simulations numériques directes montre que la forme
de la fonction est relativement bien prédite en fonction de l’inertie thermique des particules.
On observe que plus le temps de relaxation thermique des particules est grand, plus l’échelle
de temps de corrélation de température des particules est grande. Dans le cas des particules à
forte inertie thermique, c’est la contribution en exp
\q
t k τ¯θp ] qui est prépondérante. Au contraire,
lorsque le temps de relaxation thermique des particules est faible, la fonction d’autocorrélation
de température des particules tend vers celle de température du fluide "vue" par les particules.
Dans ce cas, exp
\q
t k T Lθ f @p ] devient le terme prépondérant.
En intégrant la relation analytique (5.16) sur le temps de zéro à l’infini, on obtient la relation
suivante :
T Lθp d τ¯
θ
p h T
L
θ f @p
qθ f p
2q2θp
(5.17)
où T Lθp est l’échelle de temps Lagrangienne de température des particules définie par :
T Lθp d
1
2 q2θp
∞
0
θgp
\
t ] θgp
\
t h τ ] dτ (5.18)
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FIG. 5.5 – En haut : fonctions d’autocorrélation Lagrangienne de température particule-fluide RLθp f nor-
malisées par la covariance de température issues des simulations B22 (Ê : Stθ Ë 0 Ì 073 ; Í : Stθ Ë 0 Ì 35 ;
: Stθ Ë 1 Ì 4 ; Î : Stθ Ë 3 Ì 6), la ligne continue représente la forme exponentielle exp ÏÐ t Ñ T Lθ f @p Ò . En
bas : évolution temporelle du terme Ï RLθpvp Ð R
L
θpv f
Ò
∂Θ f @p
∂y normalisée par la covariance de température.
Le rapport de l’échelle de temps intégrale T Lθp sur l’échelle de temps intégrale "vue" par les
particules T Lθ f @p est représenté sur la figure 5.7 en fonction de l’inertie thermique des parti-
cules. Pour les particules possédant une faible inertie thermique, cette échelle de temps tend
vers l’échelle intégrale "vue" par les particules T Lθ f @p . Pour les particules à plus grand nombre
de Stokes thermique, il augmente nettement. La relation (5.17) est comparée aux résultats des
simulations et elle constitue une approximation intéressante. Toutefois, l’erreur entre la rela-
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FIG. 5.6 – Comparaison des fonctions d’autocorrélation de température des particules issues des simula-
tions B21 (en haut) et B22 (en bas) avec le modèle (5.16) ( ).
tion analytique et les simulations augmente avec le nombre de Stokes thermique des particules.
Ce biais pourrait provenir de l’hypothèse que nous avons faite concernant la fonction d’auto-
corrélation de température particule-fluide qui s’écarte de la forme exponentielle avec l’inertie
thermique des particules comme on l’a montré sur la figure 5.5. Néanmoins, la forme analytique
(5.16) de la fonction d’autocorrélation Lagrangienne de température des particules constitue une
approximation simple et intéressante.
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FIG. 5.7 – Évolution de l’échelle intégrale T Lθp en fonction du temps de relaxation thermique ; (Ê ) :
simulations B22, (Ô ) : (5.17).
5.3 Analyse des flux turbulents de chaleur
En conclusion du chapitre 3, nous avons établi qu’il était possible d’écrire toutes les cor-
rélations fluide-particule et particule-particule à partir des seules corrélations fluides. Dans le
cadre de cette approche, on a supposé que les corrélations fluides étaient obtenues à priori, et
les équations de transport des corrélations de la phase particulaire ont été fermées à partir de
ses données. Dans cette partie, on utilisera les corrélations fluides mesurées dans les DNS pour
calculer celles des particules et fluide-particule à partir des modèles proposés au chapitre 3. On
réalise ainsi une première série de test "à priori" des modèles où les statistiques du fluide "vues"
par les particules intervenant dans les formulations sont pris des simulations numériques afin de
valider la forme des modèles. Ensuite, on évaluera ces modèles par des test "in medio" [66] où
les statistiques du fluide "vues" seront modélisées.
5.3.1 Agitation des particules et covariance de vitesse fluide-particules
Les corrélations thermiques des particules et fluide-particule font intervenir l’agitation des
particules. Dans le cas d’un écoulement turbulent homogène isotrope stationnaire, l’équation
de transport des corrélations de vitesses des particules se simplifie à partir de l’équation "aux
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moments" (3.37) sous la forme : Õ
uÖp × iuÖp × i ØÙ
Õ
uÖ f @p × iuÖp × i Ø (5.19)
La covariance de vitesse fluide-particule s’obtient quant à elle à partir de l’équation (3.99) :Õ
uÖ f @p × iuÖp × i ØÙ
1
1 Ú τ¯pT Lf @p
Õ
uÖ f @p × iuÖ f @p × i Ø (5.20)
Nous rappelons que cette forme est obtenue avec la fermeture particulière du coefficient de dé-
rive de l’équation de Langevin G f p × i j
Ù«Û
1
T Lf @p
δi j. Cette relation (5.20) constitue une extension
de la théorie de Tchen & Hinze [73] (voir Deutsch [19]). Plusieurs études numériques ont été
réalisées en turbulence homogène isotrope afin d’évaluer cette relation et ce modèle prédit cor-
rectement l’énergie cinétique des particules en fonction de l’inertie des particules.
Nous utiliserons ainsi la relation (5.20) pour proposer les modèles analytiques "à priori" pour
les corrélations thermiques de la phase dispersée dans le cas spécifique de la configuration nu-
mérique étudiée. Dans le cas de la modélisation "in medio", les corrélations du fluide "vues" par
les particules sont supposées égales à celle du fluide et l’échelle Lagrangienne du fluide "vue"
T Lf @p est assimilée à l’échelle intégrale du fluide T L mesurée dans les simulations.
5.3.2 Flux turbulent de chaleur fluide-particule
Les équations (3.106) et (3.107) issues de la modélisation basée sur la pdf jointe fluide-
particule sont réécrites dans le cadre de notre configuration à l’équilibre. On obtient alors pour
le flux de chaleur
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø , l’expression analytique suivante :
Õ
vÖpθÖ f @p ØÙ
1
1 Ú τ¯pT Lθ f @p
Õ
vÖ f @pθÖ f @p Ø Û
1
1 Ú τ¯pT Lθ f @p
1 Ú τ¯pT Lf @p
τ¯p
Õ
vÖ f @pvÖ f @p Ø
∂Θ f @p
∂y (5.21)
Ce flux ne dépend pas de l’inertie thermique des particules car T Lθ f @p et
Õ
v
Ö f @pθÖ f @p Ø n’en dé-
pendent pas comme nous l’avons expliqué dans le premier paragraphe. Il est ainsi constant pour
chaque classe de particules dynamiques A2i et B2i. Le premier terme de l’expression (5.21)
représente l’effet du à la réponse dynamique des particules aux sollicitations du fluide et le
deuxième représente l’effet du gradient de température du fluide imposé. Ce flux de chaleur
normalisé par le flux de chaleur du fluide "vu" par les particules est représenté sur la figure 5.8
en fonction du temps de relaxation dynamique des particules pour les simulations A2i et B2i.
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Les symboles utilisés (triangle, carré et rond) sont ceux définis dans le tableaux 4.2 du cha-
pitre 4 représentant chaque classe de particule dynamique. Pour les particules légères, lorsque
le temps de relaxation dynamique des particules tend vers zéro, le terme de droite se réduit au
simple flux de chaleur turbulent du fluide. Pour les particules les plus lourdes, le flux de cha-
leur fluide-particule tend vers zéro en 1τ¯p . Ceci est en accord avec les résultats présentés sur les
figures 5.8 et 5.9. De plus, les prédictions du modèle (5.21) avec T Lθ f @p mesurée dans les simu-
lations sont représentées sur la figure 5.8. Le modèle "à priori" est en accord avec les résultats
des simulations. Il est à noter que l’intensité de la turbulence n’a pas d’influence notable sur le
comportement du flux de chaleur fluide-particule.
Dans un deuxième temps, on propose un modèle pour l’échelle de temps Lagrangienne ther-
mique "vue" par les particules afin de proposer un modèle dit "in medio". Au cours de la pre-
mière partie de ce chapitre, nous avons montré que cette échelle varie largement de l’échelle
Eulérienne à l’échelle Lagrangienne thermique du fluide. Sur la figure du haut 5.9, la ligne
interrompue représente le modèle (5.21) avec T Lθ f @p Ü T Lθ Ü 2T L (qui correspond au cas li-
mite de particules légères) tandis que la ligne continue représente le modèle analytique avec
T Lθ f @p Ü T
E
θ
Ü
T L. Dans le cas des particules plus lourdes, la modélisation avec T Lθ f @p Ù T
L pré-
sente un bon accord avec les mesures des simulations tandis que le modèle avec T Lθ f @p Ù 2T
L
améliore les prédictions du flux de chaleur fluide-particule pour les particules les plus légères.
La figure du bas 5.9 représente la prédiction (5.21) avec le modèle T Lθ f @p (5.7) qui prend
en compte l’inertie dynamique des particules permettant de prédire convenablement le flux
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø pour différentes classes de particules.
Dans le cadre de la modélisation proposée par Zaichik [85], ce flux de chaleur est modélisé par :
Õ
vÖpθÖ f @p ØÙ
1
1 Ú St
Õ
vÖ f θÖ f Ø (5.22)
Il est intéressant de noter que dans le cadre de notre configuration ce premier terme est stric-
tement identique au premier terme du modèle (5.21) avec T Lθ f @p Ù T L (la ligne continue sur la
figure du haut 5.9). Pour les particules légères, l’effet du gradient est relativement important et
des différences peuvent apparaître entre le modèle de Zaichik et ceux basés sur la pdf jointe.
C’est ce que l’on observe sur la figure du haut 5.9. Pour les particules plus lourdes, l’agitation
des particules devient plus faible et le deuxième terme n’est plus significatif. Les modèles de-
viennent ainsi équivalents.
De la même façon que précédemment, on réécrit le flux de chaleur
Õ
v
Ö f @pθÖp Ø dans les conditions
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FIG. 5.8 – Flux de chaleur fluide-particule Ý vÞpθÞ f @p ß normalisé par le flux de chaleur du fluide "vu" en
fonction du temps de relaxation dynamique des particules, en haut pour la turbulence A2, et en bas pour
la turbulence B2 ; les résultats de simulations ( à : St = 0,32, á : St = 0,69, : St = 2,2) et ( Í : St = 0.33,
Ê : St = 0.8, : St = 3.15), et ceux du modèle (5.21) "à priori" (Ô ).
des simulations :
Õ
vÖ f @pθÖp ØÙ
1
1 Ú τ¯
θ
p
T Lf @p
Õ
vÖ f @pθÖ f @p Ø Û
1
1 Ú τ¯
θ
p
T Lf @p
1 Ú τ¯pT Lf @p
τ¯θp
Õ
vÖ f @pvÖ f @p Ø
∂Θp
∂y (5.23)
Ce flux est quant à lui, explicitement sensible à l’inertie thermique des particules comme le
montre la formulation analytique 5.23. Cette expression est composée de deux contributions : la
première est représentative de la réponse thermique des particules aux sollicitations du fluide et
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FIG. 5.9 – En haut : prédictions des modèles (5.21) avec T Lθ f @p Ë T L ( ), avec T Lθ f @p Ë 2T L ( ) et
du modèle de Zaichik (5.22) ( ) dans le cas de la turbulence B. En bas : prédiction du modèle (5.21)
avec T Lθ f @p donnée par l’équation (5.7).
la seconde représente l’effet du gradient de température des particules. Dans le cas où le temps
de relaxation thermique tend vers zéro, le flux de chaleur fluide-particule tend vers le flux de
chaleur du fluide. Lorsque l’inertie thermique des particules augmente, le flux de chaleur chute
sous l’effet de la première contribution de l’équation 5.23. Il apparaît alors une compétition
entre les deux termes de cette équation suivant l’inertie dynamique des particules qui est bien
illustrée sur la figure 5.10 : dans le cas des particules légères, la production du flux de chaleur
est importante car l’agitation des particules est grande. Le terme de production est alors prépon-
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FIG. 5.10 – Flux de chaleur fluide-particule Ý vÞ f @pθÞp ß normalisé par le flux de chaleur du fluide en
fonction du nombre de Stokes thermique, en haut pour les simulations A2i, et en bas pour B2i ; les
résultats des simulations ( à : St = 0,32, á : St = 0,69, : St = 2,2) et ( Í : St = 0.33, Ê : St = 0.8, : St
= 3.15), ceux du modèle "à priori" ( â , Ô et ã ).
dérant est le flux de chaleur fluide-particule chute peu avec l’inertie thermique. En particulier,
lorsque le temps de relaxation dynamique tend vers zéro, le comportement asymptotique du
modèle 5.23 devient pour τ¯θp ä ∞ :
Õ
vÖ f @pθÖp ØÙÛ Dtp
∂Θp
∂y (5.24)
où Dtp Ù T Lf @p
2
3 q
2f @p est le coefficient de dispersion turbulente en turbulence homogène iso-
trope [19].
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FIG. 5.11 – Prédiction du modèle (5.23) ( ) avec T Lf @p Ë T L en comparaison des simulations B21,
B22, et B23 ; ( ) : premier terme de (5.23).
Au contraire, lorsque l’inertie dynamique des particules est importante, l’agitation des particules
devient faible, et le flux de chaleur fluide-particule décroît nettement avec l’inertie thermique
pour tendre vers zéro. Ce résultat montre l’influence supplémentaire de l’inertie dynamique des
particules sur ce flux de chaleur fluide-particule.
La modélisation analytique (5.23) à priori reproduit, à nouveau, correctement le niveau du flux
pour les différentes gammes de particules simulées. En particulier, la contribution due au gra-
dient de température des particules est relativement bien quantifiée.
Le modèle proposé par Zaichik [85] s’écrit pour ce flux de chaleur fluide-particule :
Õ
vÖ f @pθÖp ØÙ
1
1 Ú τ¯
θ
p
T L
Õ
vÖ f θÖ f Ø Û
1
1 Ú τ¯
θ
p
T L å 1 Ú St æ
∂Θp
∂y Ú
T L
τ¯θp
∂Θp
∂y Û
∂Θ f @p
∂y τ¯
θ
p
Õ
vÖ f vÖ f Ø
(5.25)
Dans notre configuration, les gradients de température du fluide et des particules sont égaux
∂Θp
∂y Ù
∂Θ f @p
∂y . De plus, dans le cadre de la modélisation "in medio" issue de la pdf joint fluide-
particule (avec T Lf @p Ù T L), le modèle (5.23) est strictement identique à celui de Zaichik. Au
regard des simulations B2i, ce modèle prédit raisonnablement le flux de chaleur fluide-particule
Õ
v
Ö f @pθÖp Ø comme le montre la figure 5.11.
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5.3.3 Flux turbulent de chaleur des particules
Nous avons montré au chapitre 3 que le flux de chaleur des particules dépend de l’agitation
des particules ainsi que des deux flux de chaleur fluide-particule étudiés précédemment. En
effet, à partir de l’équation (3.39), on obtient directement à l’équilibre la formulation analytique
suivante : Õ
vÖpθÖp ØÙ
1
1 Ú τ¯
θ
p
τ¯p
Õ
vÖpθÖ f @p Ø Ú
1
1 Ú τ¯p
τ¯θp
Õ
vÖ f @pθÖp Ø Û
1
1 Ú τ¯p
τ¯θp
τ¯p
Õ
vÖpvÖp Ø
∂Θp
∂y (5.26)
Cette expression est composée de trois termes qui sont tous négatifs (le flux
Õ
v
Ö f @pθÖ f @p Ø est
négatif). Le flux de chaleur des particules est piloté par la compétition des effets de réponses
dynamiques et thermiques. Sur la figure 5.12 sont représentés les flux de chaleur des particules
mesurés dans les simulations numériques pour les deux écoulements turbulents considérés. Tout
comme pour les flux de chaleur fluide-particule, l’intensité turbulente ne modifie pas le com-
portement du flux de chaleur des particules. De plus, lorsque les particules deviennent lourdes,
le flux de chaleur des particules diminue quand leur inertie thermique diminue. Ce résultats est
particulièrement marqué dans le cas de la simulation B23. À l’inverse, lorsque l’inertie ther-
mique des particules devient grande, le flux de chaleur des particules tend vers celui du fluide.
Pour les particules légères, il existe une gamme d’inertie thermique, où le flux de chaleur des
particules devient même plus grand que celui du fluide (10%).
Ces comportements observés au travers des différentes simulations réalisées sont bien repro-
duits par le modèle à priori (5.26). Ces prédictions sont représentées sur la figure 5.12 en com-
paraison des simulations numériques. Il est bon de noter que l’équation (5.26) qui est le point
de départ de ce modèle est une équation exacte, à la linéarisation près des temps de relaxation
dynamique et thermique. Dés lors, seule la modélisation des flux de chaleur fluide-particule
peut affecter les prédictions de ce modèle. Dans la mesure où nous avons montré que ces flux
de chaleur sont convenablement prédits dans le cadre de l’approche basée sur la pdf jointe, il est
attendu que le flux de chaleur des particules soit bien modélisé. Dans le cadre de l’approche "in
medio", le flux de chaleur fluide-particule
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø est largement affecté par la modélisation
de l’échelle Lagrangienne thermique du fluide "vue" T Lθ f @p qui est sensible à l’inertie dyna-
mique des particules. Sur la figure 5.13, le modèle (5.26) avec la modélisation (5.7) de T Lθ f @p est
comparé aux résultats des simulations numériques. Les prédictions du modèle sont relativement
satisfaisantes pour les différentes classes de particules dynamiques.
Le modèle de Zaichik pour le flux de chaleur des particules se réécrit de la même façon à
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FIG. 5.12 – Comparaisons des flux de chaleur des particules issus des simulations en haut pour la turbu-
lence A ( à , á et ), et en bas pour la B ( Í , Ê et ) avec le modèle (5.26) à priori ( â , Ô et ã ).
partir de l’équation générale (5.26). La seule différence réside donc dans la prédiction du flux
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø . Nous avons montré qu’il était sous-estimé avec le modèle de Zachik ce qui engendre
les mêmes conséquences pour le flux de chaleur des particules comme le montre la figure du
bas 5.13.
5.4 Analyse de la variance de température des particules
Dans l’optique de modéliser le transport de température par une phase dispersée dans un
écoulement turbulent anisotherme, la prédiction du flux de chaleur des particules telle que nous
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FIG. 5.13 – Comparaisons des flux de chaleur des particules (normalisés par celui du fluide) issus des
simulations B2i (symboles) avec le modèle (5.26) avec T Lθ f @p donnée par (5.7) (en haut ) et avec le
modèle de Zaichik (en bas ).
l’avons exposée précédemment permet de connaître le champ moyen de température des parti-
cules. De plus, il permet de prédire la variance de température des particules. En effet, à partir
de l’équation (3.40), on peut réécrire à l’équilibre la relation suivante pour la variance de tem-
pérature :
2 q2θp Ù qθ f p Û τ
θ
p
Õ
vÖpθÖp Ø
∂Θp
∂y (5.27)
La covariance de température qui est le premier terme de cette équation représente l’échange de
variance de température entre les particules et le fluide. Le deuxième terme représente la pro-
duction de variance de température par le gradient de température des particules. Il existe alors
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une compétition entre ces deux contributions, la première tendant à faire chuter la variance de
température avec l’inertie thermique des particules alors que la deuxième a l’effet inverse. Afin
de comparer les résultats des simulations numériques avec les prédictions du modèle (5.27),
nous allons étudier dans un premier temps la covariance de température fluide-particule.
5.4.1 Covariance de température fluide-particule
De même que pour les flux de chaleur fluide-particule, on réécrit l’équation de transport
(3.103) pour notre configuration à l’état stationnaire :
qθ f p
Ù
2q2θ f @p
1
1 Ú τ¯
θ
p
T Lθ f @p
Û
τ¯θp
1 Ú 1T Lθ f @p
τ¯θp
Õ
vÖpθÖ f @p Ø p
∂Θp
∂y Ú
Õ
vÖ f @pθÖp Ø p
∂Θ f @p
∂y (5.28)
Dans le cadre de la modélisation basée sur la pdf jointe, la prédiction de covariance de tempéra-
ture dépend ainsi des prédictions des flux de chaleur fluide-particule et du modèle de l’échelle
Lagrangienne thermique "vue" par les particules T Lθ f @p . Cette expression est composée de trois
termes positifs : la première contribution 1
1ç τ¯
θp
TLθ f @p
correspond à l’effet de la réponse thermique
des particules sur la covariance de température fluide-particule. Il est intéressant de noter que
lorsque le gradient de température des particules est nul, ce terme est le seul à piloter la co-
variance de température et on obtient un résultat proche de la théorie de Tchen & Hinze [73]
transposé au champ thermique de la phase dispersée :
qθ f p Ù
1
1 Ú τ¯
θ
p
T Lθ f @p
2q2θ f @p (5.29)
Cette contribution est tracée en ligne interrompue sur la figure 5.14. La deuxième et la troisième
contributions représentent l’effet des gradients de température du fluide et des particules. Ils ap-
paraissent clairement dans l’équation (5.28) au travers des deux termes portés par les flux de
chaleur fluide-particule. L’effet de ces deux contributions est visible sur la figure 5.14. On ob-
serve que les particules ayant une inertie thermique très faible ont une covariance de température
qui tend vers deux fois la variance de température du fluide quelque soit l’inertie dynamique des
particules. Au contraire, pour les particules possédant une forte inertie thermique, plus elle sont
lourdes plus leur covariance de température diminue. Néanmoins, la covariance de température
fluide-particule restent importante quelque soit le type de particules.
166
5.4Ó Analyse de la variance de température des particules
10−2 10−1 100 101 102
0.65
0.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95
1
Stθ
q θ
 
fp
/2
q2 θ
 
f
FIG. 5.14 – Covariance de température fluide-particule normalisé par deux fois la variance de température
du fluide en fonction du nombre de Stokes thermique, pour les simulations B2i ; résultats de simulations
( Í , Ê , ), ceux du modèle eq :covartempa1 ( ) et premier terme de (5.28) ( ).
5.4.2 Variance de température des particules
Que ce soit pour le modèle basé sur la pdf jointe fluide-particule ou le modèle de Zaichik,
l’équation (5.27) constitue le point de départ de la modélisation de la variance de température.
Dans le cadre de notre modélisation, on utilise ainsi les modèles proposés pour qθ f p et
Õ
v
ÖpθÖp Ø .
Comme nous l’avons fait pour la covariance de température, il est intéressant de noter que dans
le cas où le gradient de température des particules est nul, seule la contribution portée par la
covariance de température fluide-particule pilote la variance de température des particules. On
obtiendrait dans ce cas de figure un résultat analogue à la théorie de Tchen [73] :
2 q2θp Ù qθ f p (5.30)
Ce terme tend à détruire la variance de température des particules avec l’inertie thermique. Dans
notre cas, c’est le terme porté par le flux de chaleur des particules qui est prépondérant et on
observe sur la figure 5.15, que la variance de température des particules devient plus importante
que celle du fluide dès que le nombre de Stokes thermique dépasse approximativement l’unité.
Sur cette même figure, le modèle (5.27) est représenté. Il reproduit raisonnablement le com-
portement de la variance de température. De plus, les profils de variance de température des
particules en fonction du nombre de Stokes thermique sont peu sensibles à l’inertie dynamique
des particules.
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FIG. 5.15 – Comparaisons des variances de température des particules issues des simulations (symboles)
avec la relation (5.27) ( ) ; à gauche turbulence A, et à droite turbulence B.
De même que pour le flux de température, on peut réécrire la variance de température des par-
ticules avec le modèle de Zaichik :
2 q2θp Ù 2
1
1 Ú Stθ
q2θ f Û
1
1 Ú τ¯
θ
p
T L å 1 Ú St æ
∂Θp
∂y Ú
T L
τ¯θp
∂Θp
∂y Û
∂Θ f
∂y τ¯
θ
p
Õ
vÖ f θÖ f Ø
Û
τ¯θp
Õ
vÖpθÖp Ø
∂Θp
∂y (5.31)
Le premier et le dernier terme de cette équation sont identiques à ceux du modèle que nous
avons proposé. Sur la figure 5.16, on observe que le modèle de Zaichik tout comme notre mo-
dèle est insensible aux variations de l’inertie dynamique des particles. De plus, il prédit net-
tement que la variance de température est plus petite que celle du fluide pour une gamme de
Stokes thermique comprise autour de l’unité ce que nous n’observons pas dans les simulations
numériques et dans une moindre mesure sur les prédictions issues du modèle basé sur la pdf
jointe fluide-particule. La covariance de température fluide-particule peut se réécrire à partir du
modèle de Zaichik :
qθ f p Ù 2
1
1 Ú Stθ
q2θ f Û
1
1 Ú τ¯
θ
p
T L å 1 Ú St æ
∂Θp
∂y Ú
T L
τ¯θp
∂Θp
∂y Û
∂Θ f
∂y τ¯
θ
p
Õ
vÖ f θÖ f Ø (5.32)
En comparaison avec l’équation (5.28), on constate que les premiers termes des deux modèles
sont identiques. En revanche, les modèles différent quant à la deuxième contribution. Cela a
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FIG. 5.16 – Comparaisons des variances de température des particules issues des simulations (symboles)
avec le modèle de Zaichik (5.31) ( ).
pour conséquence une sous-estimation de la covariance de température fluide-particule qui ex-
plique pourquoi la variance de température des particules prédite avec le modèle de Zaichik est
plus faible dans la gamme des nombres de Stokes thermique proches de l’unité.
Enfin, le niveau de la variance de température pour les plus grands nombres de Stokes ther-
miques est toutefois bien prédit et son comportement est proche du modèle issu de la pdf jointe.
Ceci est en accord avec le fait que le dernier terme de l’équation pilote la variance de tempéra-
ture des particules pour les particules à forte inertie thermique.
5.5 Bilan
Dans un premier temps, nous avons mesuré les caractéristiques thermiques du fluide "vues"
par les particules dans les simulations numériques présentées au chapitre précédent. La variance
de température du fluide "vue" est très proche de celle du fluide quelque soient les cas étudiés.
L’échelle Lagrangienne du fluide "vue" par les particules, qui ne "voit" pas l’inertie thermique
des particules, est très sensible à l’inertie dynamique des particules. Pour les particules lourdes,
qui sont quasiment immobiles vis à vis de la turbulence, elle tend vers l’échelle Eulérienne
thermique du fluide et elle tend vers l’échelle Lagrangienne thermique lorsque les particules
deviennent légères. L’échelle intégrale Lagrangienne thermique du fluide "vue" par les parti-
cules ne peut être assimilée à l’échelle intégrale Lagrangienne du fluide et un modèle pour cette
échelle prenant en compte l’inertie dynamique des particules est alors proposé.
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Ensuite, la dispersion thermique au sein de l’écoulement turbulent gaz-particule a été analysée.
De manière générale, nous avons observé que les corrélations thermiques des particules étaient
peu sensibles à l’intensité turbulente du fluide dans la limite de la gamme des nombres de Rey-
nolds simulés. Un intérêt particulier a été porté à l’analyse du flux de chaleur des particules qui
pilote la température moyenne ainsi que la variance des particules. Le modèle proposé à partir
de la pdf jointe fluide-particule prédit de manière satisfaisante le flux de chaleur des particules.
Celui-ci est contrôlé par les flux de chaleur fluide-particule qui ont été analysés en détail. Le
flux
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø est insensible à l’inertie thermique des particules mais sa modélisation dépend
de l’échelle Lagrangienne thermique "vue" par les particules. Cette dernière est largement dé-
pendante de l’inertie dynamique des particules. En revanche, le flux
Õ
v
Ö f @pθÖp Ø dépend à la fois
des inerties thermique et dynamique des particules. Une modélisation "in medio" satisfaisante
de ces flux de chaleur fluide-particule est ainsi proposée.
Enfin, un résultat important a été expliqué concernant la variance de température des parti-
cules : elle est quasiment insensible à l’inertie dynamique des particules et devient plus grande
que celle du fluide avec l’inertie thermique des particules (jusqu’à huit fois celle du fluide pour
des nombres de Stokes thermique élevés). L’échange de variance de température avec le fluide
(qθ f p) n’a quasiment pas d’influence et la variance de température des particules est complète-
ment pilotée par le terme de production de chaleur.
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L’objectif principal de ce travail était de proposer une modélisation basée sur la pdf jointe
fluide-particule de vitesse et de température pour les écoulements diphasiques turbulents ani-
sothermes. Aussi avons nous choisi une configuration type dans le but d’évaluer les modèles
proposés : l’évolution d’un nuage de particules dans un écoulement turbulent homogène iso-
trope stationnaire avec un gradient de température fluide imposé.
Dans un premier temps, nous avons caractérisé l’écoulement monophasique au regard de la
littérature scientifique, cette configuration ayant fait l’objet de nombreux travaux théoriques, nu-
mériques et expérimentaux. Nous avons ainsi validé, au travers de plusieurs simulations numé-
riques, le champ de température généré. L’intérêt de cette configuration particulière réside dans
son caractère stationnaire qui facilite le traitement statistique des résultats. En outre, contraire-
ment à la turbulence dynamique qui est entretenue de manière stochastique, la production de la
turbulence thermique est générée par la physique de l’écoulement.
Dans un deuxième temps, nous avons procédé à l’analyse Lagrangienne du champ de tem-
pérature en terme de fonctions de structure et de fonctions d’autocorrélation. Nos résultats sont
concordant avec ceux proposés par Yeung [80] : l’échelle intégrale thermique de temps est deux
fois plus grande que celle dynamique et la corrélation croisée Lagrangienne vitesse-température
n’est pas symétrique par rapport à l’axe t=0. Nous avons ainsi observé une surcorrélation entre
la vitesse à un instant t et la température durant un instant t Ú T où le temps T est proche de
l’échelle intégrale Lagrangienne dynamique. Ensuite, nous avons étudié la modélisation sto-
chastique de la turbulence thermique. Après avoir présenté les modèles Lagrangiens stochas-
tiques utilisés classiquement dans les approches pdf, nous avons proposé un modèle stochas-
tique (équation de Langevin) général couplé vitesse-température et nous l’avons évalué au re-
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gard de nos simulations numériques directes présentées.
Ce travail constituait en fait le point de départ de la modélisation des écoulements diphasiques
turbulents anisothermes. En effet, le comportement statistique d’un nuage de particules en sus-
pension dans un écoulement turbulent est décrit par une équation d’évolution d’une fonction de
densité de probabilité jointe fluide-particule. Cette équation est fermée grâce à une extension de
la modélisation stochastique de la turbulence monophasique. Aussi avons nous utilisé le modèle
stochastique couplé vitesse-température préalablement étudié pour proposer une modélisation
diphasique originale. L’approche pdf jointe fluide-particule est alors exposée au chapitre 3 et
les équations macroscopiques de transport des corrélations des particules ont été établies. Cette
approche est comparée à la modélisation basée sur la pdf de vitesse et de température des parti-
cules proposée par Zaichik [85].
En parallèle, nous avons présenté dans le chapitre 4, les résultats de simulations gaz-particules
DNS+DPS qui ont été réalisées pour notre configuration test. Une base de données a été ainsi
générée dans le but de mieux comprendre les mécanismes de transport de température au sein de
l’écoulement à phase dispersée. Les propriétés statistiques thermiques de la phase dispersée ont
été mesurées pour des particules dont les inerties dynamiques et thermiques ont été modifiées.
Enfin, nous avons analysé en détail la dispersion thermique des particules en utilisant les
résultats présentés dans le chapitre 4 afin de comparer les résultats des simulations DNS+DPS
avec ceux de l’approche pdf jointe fluide-particule. D’abord, nous avons testé à priori les pré-
dictions du modèle pour le flux de chaleur des particules en utilisant les données des DNS
pour les propriétés du fluide "vues" par les particules. Les résultats observés sont satisfaisants.
Ensuite, nous avons montré que l’échelle Lagrangienne thermique du fluide "vue" par les par-
ticules variait significativement entre l’échelle Eulérienne et Lagrangienne thermique du fluide.
Un modèle est alors proposé pour l’échelle Lagrangienne thermique "vue" afin de prédire les
corrélations des particules uniquement à partir des données du fluide. Nous avons comparé
cette approche à l’approche proposée par Zaichik [85] pour les corrélations thermiques des par-
ticules. Nous avons montré qu’avec notre modèle, nous avons amélioré la prédiction du flux de
chaleur fluide-particule
Õ
v
ÖpθÖ f @p Ø . Cette amélioration a un impact important sur la prédiction du
flux de chaleur des particules. Néanmoins, l’impact observé sur la prédiction de la variance de
température est quant à lui beaucoup moins significatif. Nous avons montré que la variance de
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température des particules croit avec l’échelle de temps de relaxation thermique des particules
et reste peu sensible à leur inertie dynamique. Les prédictions de ces deux approches restent
néanmoins très intéressantes.
Au vu des résultats présentés dans cette thèse, il semble nécessaire de poursuivre le déve-
loppement et l’analyse des simulations numériques directes afin d’étudier d’autres phénomènes
physiques liés au transport de température dans les écoulements turbulents à phases dispersées :
par exemple les écoulements homogènes isotropes où les particules interagissent aussi avec un
champ de gravité (le phénomène de croisement de trajectoires pourrait modifier le flux de cha-
leur des particules) ou les écoulements homogènes cisaillés (avec gradient de vitesse imposé)
soumis à un gradient de température fluide.
De plus, il nous parait important de s’intéresser à l’influence du couplage inverse thermique
sur les caractéristiques globales de l’écoulement. En effet, le champ thermique du fluide peut
être modifié par la présence des particules en particulier lorsque le phénomène de concentration
préférentielle est important.
Enfin, un point crucial concerne la modélisation des caractéristiques de la turbulence thermique
"vues" par les particules dans le cas d’un écoulement quelconque. Nous avons montré en parti-
culier que l’échelle Lagrangienne thermique "vue" par les particules qui est sensible à l’inertie
dynamique des particules, joue un rôle important dans la qualité des résultats fournis par la
modélisation.
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Équation de transport des moments de la phase dispersée avec
le modèle de Zaichik
Avec les fermetures des termes
Õ
u
Ö f @p × i f p Ø et
Õ
θ
Ö f @p f p Ø proposées par Zaichik [85] et expo-
sées au chapitre 3, il est possible de réécrire, à partir de l’équation de transport de la fonction de
distribution de vitesse et de température des particules, les équations de transport des contraintes
cinétiques :
∂ u
Öp × i uÖp × j
∂t Ú Up × k
∂ u
Öp × i uÖp × j
∂xk Ù Û
1
np mp
∂
∂xk
np mp uÖp × i uÖp × j uÖp × k
Û
uÖp × i uÖp × k
∂Up × j
∂xk Û
uÖp × j uÖp × k
∂Up × i
∂xk
Ú uÖ f × i uÖ f × k lu
∂U f × j
∂xk Û
gu
∂Up × j
∂xk
Ú uÖ f × j uÖ f × k lu
∂U f × i
∂xk Û
gu
∂Up × i
∂xk
Ú
2
τ¯p
fu uÖ f × i uÖ f × j Û uÖp × i uÖp × j (5.33)
Les deuxièmes et troisièmes termes du membre de droite sont les termes de production par le
gradient de vitesse des particules et les trois derniers termes modélisent les termes d’échange
entre le gaz et la phase dispersée. De même, on écrit les équations de transport du flux de
175
Annexe A
chaleur,
∂
Õ
u
Öp × i θÖp Ø
∂t Ú Up × j
∂
Õ
u
Öp × i θÖp Ø
∂x j Ù Û
1
np mp
∂
∂xk
np mp
Õ
uÖp × i θÖp uÖp × k Ø
Û
Õ
uÖp × i uÖp × k Ø
∂Θp
∂xk Û
Õ
θÖp uÖp × k Ø
∂Up × i
∂xk
Ú
Õ
uÖ f × i uÖ f × k Ø Γqu
∂Θ f
∂xk Û
gu
∂Θp
∂xk
Ú
Õ
θÖ f uÖ f × k Ø lut
∂U f × i
∂xk Û
gu
Γ
∂Up × i
∂xk
Ú
Õ
θÖ f uÖ f × i Ø
ftu
τ¯p
Ú
fut
τ¯θp
Û
Õ
uÖp × i θÖp Ø
1
τ¯p
Ú
1
τ¯θp
(5.34)
et celle de la variance de température
∂
Õ
θ
Öp θÖp Ø
∂t Ú Up × j
∂
Õ
θ
Öp θÖp Ø
∂x j Ù Û
1
2 np mp
∂
∂xk
np mp
Õ
θÖpθÖp uÖp × k Ø
Û
2
Õ
θÖp uÖp × j Ø
∂Θp
∂x j
Ú 2
Õ
θÖ f uÖ f × j Ø qut
∂Θ f
∂x j Û
gut
Γ
∂Θp
∂x j
Ú
2
τ¯θp
ft θÖ 2f Û θÖ 2p (5.35)
Notons que la chaleur massique des particules est supposée constante dans ces formulations.
L’ensemble des coefficients f , g q et l dépendent des fonctions d’autocorrélation Lagrangienne
du fluide sont données dans le document au chapitre 3 dans le cas de fonctions exponentielles.
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Interpolation Shape Function Method (SFM)
Dans le cadre de la méthode d’interpolation SFM (Shape Function Method), la vitesse u f @p
(respectivement la température θ f @p) du fluide à la position de la particule est évaluée à partir
de la vitesse (respectivement la température) et de la dérivée première de la vitesse (respec-
tivement de la température) aux huit noeuds de la maille dans laquelle se trouve la particule.
Formellement, on calcul la grandeur scalaire fluide X f @p
Ù
X f
å
xp é yp é zp é t à l’emplacement de
la particule par :
X f @p
å
t æ
Ù
X f
å
xp é yp é zp é t æ
Ù
N
∑
iê 0
N
∑
jê 0
N
∑
kê 0
ë
X f
å
xi é x j é xk é t æ Hi
å
xi æ H j
å
x j æ Hk
å
xk æ
Ú
∂X
∂xi å
xi é x j é xk é t æ Gi
å
xp æ H j
å
yp æ Hk
å
zp æ
Ú
∂X
∂x j å
xi é x j é xk é t æ Hi
å
xp æ G j
å
yp æ Hk
å
zp æ
Ú
∂X
∂xk å
xi é x j é xk é t æ Hi
å
xp æ H j
å
yp æ Gk
å
zp æì
où
å
xp é yp é zp æ est la position de la particule et
å
xi é x j é xk æ la position d’un noeud du maillage. Les
fonctions H et G sont les fonctions de bases ou "Shape Functions" de l’interpolation définies
ainsi :
Hi
å
x æ = 0 si x í xi î 1
= ξ2
å
3
Û
2 ξ æ ξ
Ù
x î xiï 1
h si xi î 1 ð x ð xi
=
å
1
Û
ξ æ 2
å
1 Ú 2 ξ æ ξ
Ù
x î xi
h si xi ð x ð xiç 1
= 0 si xiç 1 í x
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Gi
å
x æ = 0 si x í xi î 1
= h ξ2
å
ξ
Û
1 æ ξ
Ù
x î xiï 1
h si xi î 1 ð x ð xi
= h
å
1
Û
ξ æ 2 ξ ξ
Ù
x î xi
h si xi ð x ð xiç 1
= 0 si xiç 1 í x
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Abstract A stochastic Lagrangian model for both fluid velocities and temperature
fluctuations is evaluated from Direct Numerical Simulation of heat transport in
homogeneous isotropic turbulence submitted to a linear mean temperature gradi-
ent. The first stage lies on the study of the Lagrangian fluid turbulence statistics
(Lagrangian correlations functions) computed from predictions of DNS. They are
crucial for the analysis and the modelling of the fluid turbulent properties along
discrete particle trajectories. In the second stage, a velocity-scalar Lagrangian sto-
chastic model is proposed and evaluated from the DNS data. The coefficients of the
drift and diffusion terms of the model are determined by only Lagrangian timescales,
temperature variance and turbulent flux. The shapes of correlation functions present
a good agreement between DNS results and stochastic modelling approach.
Keywords Turbulent heat transport · Direct numerical simulations ·
Lagrangian statistics · Stochastic Lagrangian models
1 Introduction
The passive scalar transport in turbulent flows has been numerically investigated with
a great interest since 20 years [1, 2]. Direct Numerical Simulations of the transport
of temperature [3] in homogeneous isotropic turbulence have been realized and
accurate descriptions of turbulent temperature field have been proposed. Never-
theless, Lagrangian properties of temperature transport in homogeneous isotropic
turbulence [4] have been less studied. However, such simulations may be very useful
to improve the heat turbulent transport modelling in combustion and particulate
flows. In particular, in the framework of Lagrangian stochastic modelling approach
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[5, 6], fluid velocities and temperatures seen by the particles have to be modeled
accurately. In single phase flow, Fox [7] proposed a velocity conditioned version of
the IEM model to take into account the local anisotropy which can exist for the
moderate Reynolds number. Moreover, two Lagrangian mixing model (LSR and
LCN) are investigated [8] where the shape of drift and diffusion matrix are given. In
the present study, a general fluid Lagrangian velocity–temperature coupled model is
investigated according to Direct Numerical Simulations of stationary homogeneous
isotropic turbulence with a mean uniform temperature gradient.
In the first part, velocity and temperature Eulerian fields are fully predicted using
DNS. Fluid element trajectories are computed to obtain Lagrangian statistics (veloc-
ity and temperature Lagrangian autocorrelation and cross correlation functions). In
the second part, a general stochastic model is given and evaluated. For the velocity,
an isotropic model is appropriated in homogeneous isotropic turbulence.
dv′f = −Avvv′f dt + BvvdWv (1)
The infinitesimal increment of the fluctuating temperature is fully modeled by the
following general equation,
dθ ′f = −Aθθ θ ′f dt − Aθvv′f dt + BθvdWv + Bθθ dWθ (2)
where dWv and dWθ are two independent Wiener process. An examination of this
Langevin equation for scalar fields [9] shows that it predicts correctly the scalar pdf
gaussian shape. Nevertheless, a serious problem is existing with the large fluctuating
scalar values given by the Wiener term representing the scalar random variation.
Indeed, the principles of boundedness can be violated particulary for positive scalar
evolution (chemical species mass fraction). But, according to the periodic boundary
conditions, the considered configuration presents an infinite mean temperature
gradient and fluctuating temperatures values are unlimited. Moreover, our objective
is to use this model in the Eulerian approaches, that is to say that the Langevin
model is used to close the pdf transport equation which will be integrated over
the fluid temperature space. Under these considerations, this model will be used to
model the fluctuating temperature in this study, but the application to realistic flow
configurations needs further studies.
The coefficients of the general equation (2) are determined from DNS data. Such
a methodology is analogous to the one used by Pope [10] to determine the dynamic
stochastic Lagrangian model for homogeneous turbulent shear flow. Finally, the
correlation functions obtained from DNS results are compared with the ones derived
from stochastic model.
2 Problem Formulation
2.1 Numerical approach
The Direct Numerical Simulation flow conditions correspond to a stationary
isotropic homogeneous turbulent flow which is sustained by applying a stochastic
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Table 1 Dynamic parameters
of DNS Parameters Abbreviations Coefficients
Grid (128)3
Box size Lb 0.128 m
Kolmogorov microscale η 6.51 10−4 m
kmaxη 1.81
Taylor length scale λ 9.66 10−3 m
Integral length scale L 1.30 10−2 m
Reynolds number ReL 61
Turbulence kinetic energy k 6.53 10−3 m2.s−2
Dissipation time τ = k/ 0.37 s
Eulerian timescale T E 0.20 s
Lagrangian timescale T L 0.16 s
Dispersion coefficient Dt 6.8 10−4 m2.s−1
forcing scheme proposed by Eswaran and Pope [11] and implemented by Février
et al. [12] in the finite volume code used in this study. The parameters for the
predicted stationary homogeneous isotropic turbulence are reported on Table 1:
fluid is air, ReL is the Reynolds number based on the longitudinal integral length
scale. Homogeneous and isotropic specific characters of dynamic field are checked.
Following [13], the temperature fluctuation transport is written assuming a mean
constant temperature gradient ∂<θf >
∂x2
= γ in the vf -direction (with vf = uf2 ),
∂θ ′f
∂t
+ u′fj
∂θ ′f
∂xj
= −v′f γ + κ f
∂2θ ′f
∂xj∂xj
(3)
with κ f = λ fρ f Cpf the fluid thermal diffusivity.
The boundary conditions for velocity and temperature fluctuations are periodic
in the three directions. The Navier–Stokes and temperature equations are solved
in time with an explicit second-order Runge–Kutta method and integrated in space
using a finite-volume method with a second order centered scheme [14]. At Prandtl
number Pr ≤ 1, a good resolution of the dynamical field is sufficient to ensure the
accurate resolution of the thermal field because the Corrsin–Obukhov length scale
ηθ is larger than the Kolmogorov length scale η. In the considered configuration,
Prandtl number is equal to 0.3, 0.7, and 1. The condition kmaxηK > 1 (where kmax is
the largest wave number of the simulation) is well respected in our simulation.
2.2 Averaged equations
From (3), the considered case leads to the following transport equation for tempera-
ture variance,
1
2
∂ < θ
′2
f >
∂t
= −γ < v′f θ ′f > −κ f <
∂θ ′f
∂xj
∂θ ′f
∂xj
> (4)
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Fig. 1 Balances of
temperature variance (a)
and turbulent flux (b)
equations (4) and (5),
respectively: dissipation
(dashed lines), production
(solid lines),
pressure-scrambling
(dot–dashed line), time
derivative (dotted lines), sum
of r.h.s terms (bold lines)
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where < . > is a volumic average. The terms on the right hand side are production
by the mean temperature gradient and dissipation θ due to laminar diffusivity. The
transport equation for turbulent heat flux is written,
∂ < θ ′f v
′
f >
∂t
= − γ < v′2f > − <
1
ρf
θ ′f
∂p
∂y
>
− (κ f + νf ) <
∂θ ′f
∂xj
∂v
′
f
∂xj
> (5)
The terms on the right hand side are production, pressure-scrambling and laminar
dissipation. Balances of the temperature variance and turbulent heat flux equations
are checked and shown on Fig. 1 for a 1283 three-dimensional mesh. < θ ′2f > and
< θ ′f v
′
f > reach constant values after about four thermal Eulerian timescales T
E
θ .
3 Results and Statistics
3.1 Eulerian statistics
Table 2 reports on thermal parameters and statistics from the DNS. The measured
values of velocity–temperature correlations can be used to calculate a thermal
dispersion coefficient in the frame of gradient approximation < θ ′f v
′
f >= −Dtθ γ . This
value is reported on Table 2 and can be compared with the fluid turbulent dispersion
coefficient given by Dt = 23 kT L and reported on Table 1. The dispersion coefficient
ratio Dtθ /D
t is about 0.86.
Figure 2 shows the two-points spatial Eulerian temperature autocorrelation
functions R˜Eθ,i(r) =< θ ′f (x, t)θ
′
f (x + rei, t) > / < θ
′2
f >. In the normal and spanwise
Flow Turbulence Combust (2008) 80:37–46 41
Table 2 Thermal parameters of DNS
Parameters Abbreviations Coefficients
Mean temperature gradient γ 1 K.m−1
Corrsin–Obukhov microscale ηθ 8.50 10−4 m
Prandtl Number Pr 0.7
Thermal integral length scale LEθ 1.25 10−2 m
Thermal integral length scale LEθ,2 7.80 10
−3 m
Temperature variance θ
′2
f 1.32 10
−3 K2
Thermal dissipation time τ θ = <θ
′2>
2 θ 0.92 s
Eulerian timescale T Eθ 0.22 s
Lagrangian thermal timescale T Lθ 0.33 s
Dissipation timescale ratio Rθ = τ θ /τ 2.48
Lagrangian timescale ratio RLθ = T Lθ /T L 2.06
Thermal dispersion coefficient Dtθ 5.87 10−4 m2.s−1
directions to the mean gradient, R˜Eθ,1 and R˜
E
θ,3 are identical and the shapes of the
autocorrelation functions are very close to an exponential form except for r/LEθ <
0.5. This small scale phenomenon is well known and is due to the low Reynolds
number of this simulation.
LEθ =
∫ ∞
0
R˜Eθ,1(r)dr =
∫ ∞
0
R˜Eθ,3(r)dr (6)
LEθ,2 =
∫ ∞
0
R˜Eθ,2(r)dr (7)
In contrast, in the direction aligned with the mean temperature gradient, the auto-
correlation function is showing a negative loop and the thermal integral length scale
LEθ,2 is smaller than the two other ones.
Fig. 2 Spatial Eulerian
temperature autocorrelation
functions with Pr = 0.7. In the
three directions, i=1 (· · ·), i=2
(+), i=3 (), exponential shape
(solid line)
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3.2 Lagrangian statistics
In order to compute Lagrangian statistics, the fluid fluctuating velocities and tem-
peratures are interpolated on a large number of fluid element trajectories (around
100 000). These interpolations are realized using a Shape Function Method [15].
Let us define the Lagrangian temperature autocorrelation coefficient, R˜Lθ (τ ) and
velocity–temperature cross correlation coefficients, R˜Lvθ (τ ) and R˜
L
θv(τ ) :
R˜Lθ (τ ) = < θ
′
f (x(t), t)θ
′
f (x(t + τ), t + τ) > / < θ
′2
f > (8)
R˜Lθv(τ ) = < θ
′
f (x(t), t)v
′
f (x(t + τ), t + τ) > / < θ
′
f v
′
f > (9)
R˜Lvθ (τ ) = < v
′
f (x(t), t)θ
′
f (x(t + τ), t + τ) > / < θ
′
f v
′
f > (10)
Lagrangian statistics are represented on Fig. 3 where Prandtl numbers are smaller
than unity. Figure 3a presents the Lagrangian temperature autocorrelation coeffi-
cients and shows a very weak effect of the Prandtl number. Starting from Lagrangian
velocity (respectively temperature) autocorrelation coefficient, Lagrangian integral
timescale T L (respectively Lagrangian thermal integral timescale T Lθ ) is given by
T L = ∫ ∞0 R˜Lv (τ )dτ (T Lθ =
∫ ∞
0 R˜
L
θ (τ )dτ ). T
L
θ measured from DNS results is about
twice T L. This result was also obtained by Yeung [4] in the same flow configuration.
Lagrangian velocity–temperature cross correlations coefficients are displayed on
Fig. 3b. This figure shows that R˜Lvθ is not symmetric because R˜
L
vθ (−τ) = R˜Lθv(τ ) =
R˜Lvθ (τ ). Note that an equivalent result has been shown for the homogeneous tur-
bulent shear flow by Pope [10] concerning the correlations R˜Luv with u fluctuating
velocity component in the mean velocity gradient. In our considering case, during a
short time interval, the cross correlation R˜Lvθ (τ ) increases under the coupled effect of
turbulent transport and imposed mean gradient temperature in y-direction.
Fig. 3 Lagrangian
temperature autocorrelation
and velocity–temperature
cross correlation coefficients.
a R˜Lθ for Pr=0.3 (dot–dashed
line), Pr=0.7 (solid line),
Pr=1 (dashed line) ; b R˜Lvθ
(dot–dashed line) R˜Lθv
(dashed line) for Pr=0.7
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4 Lagrangian Stochastic Model
To model fluid properties along fluid element path, a general Langevin model
approach for both velocity and temperature fluctuations may be used as we have
proposed in the introduction. The following matrix notation is used
dξ ∗ = −A¯ξ ∗dt + B¯dW (11)
Where ξ ∗ = (v∗ θ∗)T and dW = (dWv dWθ )T is a Wiener process vector whose
the components have the following properties < dWvdWv >=< dWθdWθ >= dt. In
homogeneous isotropic turbulent velocity field, the drift matrix A¯ and the diffusion
matrix B¯ have the following peculiar forms:
A¯ =
(
Avv 0
Aθv Aθθ
)
B¯ =
(
Bvv 0
Bθv Bθθ
)
4.1 Lagrangian correlation coefficients
The Lagrangian correlation functions can be derived directly from (9) leading to
following analytic shapes:
R˜Lv = e−Avvt (12)
R˜Lθ = e−Aθθ t +
Aθv < θ ′v′ >
(Aθθ − Avv) < θ ′2 >(e
−Aθθ t − e−Avvt) (13)
R˜Lθv = e−Avvt (14)
R˜Lvθ = e−Aθθ t +
Aθv < v
′2 >
(Aθθ − Avv) < θ ′v′ >(e
−Aθθ t − e−Avvt) (15)
where < v
′2 >= 23 k.
So, by integrating (10), (11) and (13), the coefficients of drift matrix can be
determined in terms of Lagrangian timescales measured from DNS results.
Avv = 1/T L (16)
Aθθ = < θ
′2 >< v
′2 > − < θ ′v′ >2
T Lθ < θ
′2 >< v
′2 > −T Lvθ < θ ′v′ >2
(17)
Aθv = Avv(T
L
θ − T Lvθ ) < θ ′2 >< θ ′v′ >
T Lθ < θ
′2 >< v
′2 > −T Lvθ < θ ′v′ >2
(18)
where T Lvθ =
∫ ∞
0 R˜
L
vθ (τ )dτ
4.2 Moments equations formulation
According to part 4.1, the drift matrix is fully determined from the measured
Lagrangian integral timescales. Then the diffusion matrix components may be
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determined from the velocity and temperature moment transport equations. In-
deed, the Lagrangian stochastic model leads to the following moment transport
equation set,
dM¯
dt
= −A¯M¯ − M¯A¯T + B¯B¯T (19)
M¯ =
(
< v
′2 > < θ ′v′ >
< θ ′v′ > < θ ′2 >
)
In the stationary case, (17) is written as
B¯B¯T = A¯M¯ + M¯A¯T (20)
As a result, the coefficients of the diffusion matrix are written
Bvv =
√
2 < v′2 >
Avv
(21)
Bθv =
√
Avv
2 < v′2 >
(< v
′2 > Aθv+ < θ ′v′ > (Avv + Aθθ )) (22)
Bθθ = (2 < θ ′v′ > Aθv + 2 < θ ′2 > Aθθ − B2θv)1/2 (23)
4.3 Comparison of Lagrangian correlation coefficients
According to the two previous subsections, the coefficients of matrix A¯ and B¯ are
fully specified from Lagrangian timescales and second order correlation tensor M¯
measured from DNS results. Just note the corresponding numerical values for drift
and diffusion matrix components,
A¯ =
(
6.25 0
1.08 3.55
)
B¯ =
(
0.23 0
−0.0067 0.090
)
By analogy with the Kolmogorov hypotheses (Pope [5]), we may write from (18)
Bvv =
√
C∗0 and Avv = 34 C∗0/k with C∗0 = 2.9. As reported in Table 3, this value is
about 27% larger than the C0 standard value proposed by Pope and 20% smaller than
the one given by Fox [8] in term of the Taylor scale Reynolds number,
C0 = 6.5
[
1 + 8.1817
Rλ
(
1 + 110
Rλ
)]−1
(24)
Table 3 Constant values of
dynamical and thermal models DNS Standard value Equation (22)
C0 2.9 2.1 3.4
Cφ 2.6 2
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Fig. 4 Comparison of
Lagrangian velocity and
temperature autocorrelations
from DNS (dashed line) with
Stochastic Lagrangian model
(solid line)
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Using the IEM model formulation (see [7] for instance), Aθθ is equal to 12 C
∗
φ/k
and B¯ is a zero values matrix. By using DNS results, it is leading to C∗φ = 2.6 what is
20% larger than the Cφ standard value (Table 3) used in IEM model formulation.
In the general Lagrangian stochastic model proposed in this paper, v′f contribution
is taken into account because of the fluid fluctuating temperature modification
induced by the imposed mean temperature gradient and the value of coefficient
Avθ obtained from DNS results is close to the value of imposed mean gradient
(8% larger). The Figs. 4 and 5 represent the comparison between the normalized
Lagrangian correlation functions measured from DNS and the one obtained with the
stochastic model given above. The global shapes of velocity–temperature cross cor-
relations are well-captured. In particular, the delay time when R˜Lvθ reaches its max-
imum is accurately predicted. Nevertheless, the pic of R˜Lvθ is underestimated (10%).
Fig. 5 Comparison of
Lagrangian velocity–
temperature cross correlations
computed from DNS
(dashed line) with Stochastic
Lagrangian model (solid line)
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5 Conclusion
Direct Numerical simulations are used to characterize velocity and temperature
Lagrangian statistics in non-isothermal turbulent flows. Properties of the Eulerian
field are measured on a 1283 three-dimensional mesh. Lagrangian statistics present
the same characteristics than the ones obtained by Yeung [4]. Lagrangian integral
timescales computed from DNS results allow to close stochastic Lagrangian velocity–
temperature model. A good agreement is found between the Lagrangian correlation
functions shape measured from DNS and the ones derived in the frame of the
stochastic model approach. Next steps are to extend this model to reproduce the
fluid temperature fluctuation seen by the particles in Lagrangian stochastic model
approach for gas-solid turbulent flows and to perform Direct Numerical Simulation
of discrete solid particles suspended in the same flow configuration.
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Abstract
This paper reports on physical modeling and numerical simulation of non-isothermal particle laden turbulent flows. The
considered case is a homogeneous isotropic turbulent gas flow with a forced mean temperature gradient interacting with
a dispersed phase of solid particles. The joint fluid-particle pdf approach for non-isothermal turbulent flows is presented.
Stochastic modeling of Lagrangian fluid velocity and temperature are presented aiming to close the pdf kinetic transport
equation. Following, moment transport equations for the particles are derived from the pdf kinetic equation. Each term of
the temperature particle variance and fluid-particle covariance transport equations are computed and analyzed from Direct
Numerical and Discrete Particles Simulation (DNS/DPS). Thermal statistical properties of dispersed phase are modified with
particle dynamic and thermal relaxation times.
Introduction
Dispersion of particles suspended in turbulent flows has been
the focus of many studies since half-century. This particu-
lar interest comes from the important and common entail-
ment of the gas-particle turbulent flows in the environmental
and technological applications. Several approaches can be
used to simulate dispersed phase transport in turbulent flows:
Direct Numerical Simulation (DNS) of turbulent flows cou-
pled with Discrete Particles Simulation (DPS) or statistical
approaches (Eulerian or Lagrangian) based on the pdf trans-
port equation. Even if the computational powerful is increas-
ingly developing, solving all scales of two-phase turbulent
flows in engineering applications could be rapidly unrealistic
in term of computational cost limiting the practical interest
of DNS/DPS. Nevertheless, such an approach can be used for
academic flow configurations in order to obtain information
on unknown terms of pdf equation and to evaluate different
models.
Particle motion and interactions with the turbulent flows (El-
ghobashi and Truesdell (1993), particle-particle interactions
(Sundaram and Collins (1997)) or preferential concentration
(Février (2000)) have been investigated by Direct Numerical
Simulations since 20 years and have enabled to understand
and model dynamical mechanisms of gas-particle flows. In
contrast, heat transfer between dispersed phase and turbulent
flow has been less studied whereas the behavior of fluid and
particle temperature in two-phase turbulent flows is very im-
portant, particulary in chamber combustion with injection of
liquid or solid fuel.
In this general framework, the objective of this work is to
analyse fluid-particle heat transfer and temperature transport
in an homogeneous isotropic turbulent flow using DNS/DPS.
Statistical description of non-isotherm gas-particle turbulent
flows is presented and moments (particle temperature vari-
ance, covariance, and turbulent flux) transport equation are
written starting from the pdf transport equation. The consis-
tency with DNS/DPS results is checked and a model for the
fluid-particle temperature covariance is proposed.
Nomenclature
	
specific heat of particle



diameter of particle


mass of particle

 fluid temperature variance  ﬀﬂﬁ

ﬀﬃ
	 fluid temperature variance along particle path  

ﬂﬁ



	 particle temperature variance    

ﬂﬁ


	
fluid-particle temperature covariance    

! #"$! 

Stokes and thermal Stokes numbers
%'&
"
%'(
Eulerian and Lagrangian timescales
)+* fluid velocity
)+, particle velocity
Greek letters
-

density of particle
.
"
.

 particle dynamic and thermal relaxation times

 fluid temperature


particle temperature
Others
/
10

quantity undisturbed at the location of the particle
/
 fluctuating quantity
ﬀ2
 volume average
ﬀ2 3 4
 conditional average by the right condition Y
ﬀ2


average following the particles
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5 The joint fluid-particle pdf kinetic equation
The framework of the continuum approach lies on the signif-
icant analogy between the thermal motion of gaz molecules
and the random motion of particles suspended in a turbulent
flow (Buyevich (1971)). The probability density function
(pdf) 6 87:9;"$<1">=!"$ ? has been introduced to describe statis-
tically a dispersed phase suspended in a non-isothermal tur-
bulent flow (Zaichik (1999), Pandya and Mashayek (2003)).
Simonin (1996) has proposed to add fluid velocity and
temperature seen by the particles in the probability den-
sity function and has introduced the joint fluid-particle pdf
6

87:9

">9"$<

"$<1">=!"$ ?
which is linked to the probable num-
ber of particles in volume @
=AB">=AAC'DE=GF
, at time t, with veloc-
ity )

and temperature 

respectively in @
9B">9CHDE9F
and
in @
<1"$<1GCIDﬂ<1F
, and with undisturbed fluid velocity ) ﬀﬃ

and
fluid temperature  10

at the location of the particle respec-
tively in @
9

">9

CJDE9

F
and in @
<

"$<

CJDﬂ<

F
. The probability
density function (6   is the reduced notation) is governed by
the following kinetic equation
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The first (third) right hand side (R.H.S) term represents the
effects of external forces (external heat transfer, respectively)
on the particle motion (on the particle temperature, respec-
tively), and the second and fourth terms represent the fluid
velocity and the fluid temperature rate of change along the
particle path. The last term represents the joint fluid-particle
pdf modification induced by collisions. It can be modeled,
but in this study, the particle-particle interactions are not
taken into account and this operator is neglected. To com-
plete the closure of the pdf kinetic equation, models for par-
ticle acceleration and derivative of the particle temperature
and for fluid acceleration and derivative of the fluid tempera-
ture along the particle paths are required.
5 Pdf kinetic equation closures
Particle acceleration and derivative of the particle tem-
perature
In this work, the dispersed phase is composed of ]

iden-
tical particles with a diameter



smaller than Kolmogorov
length scale, a density -

much larger than the gas one - 
and a specific heat P
	
. According to the low volumic frac-
tion in these simulations ( ^E_#`badcfegch^E_#`!i ) , particle-
particle collisions and two-way coupling are not taking into
account. The gravity is not considered and the drag force
is only acting on the particle motion. The heat transfer of
a single particle is reduced to the heat interphase exchange
by convection-diffusion with the gas flow and the dispersed
phase is governed by the following equation set:
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where
=A
,
)

and 

are the particle position, velocity and
temperature. ) ﬀﬃ
lSnm
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
S
)

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and  10
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

S

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are the undisturbed fluid velocity and temperature
at the location of the particle defined with the following no-
tations,
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The particle dynamic and thermal relaxation times .
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and .
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are defined as
.
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The drag coefficient is given in term of particle Reynolds
number by Schiller and Nauman (1935) and the Nusselt num-
ber is calculated from the Ranz-Marshall relation (see Ranz
and Marshall (1952)).
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where vŁ is the Prandtl number and the particle Reynolds
number is given by {q|
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With the equations (3) and (4), the first and third R.H.S terms
of pdf kinetic equation (1) can be rewritten as
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The nonlinearity of particle dynamic .

and thermal .


relaxation times will be discussed in the second section.
Fluid acceleration and derivative of the fluid tempera-
ture along the particle path
In the single phase flow, the Lagrangian modeling of the fluid
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velocity  (Pope (1994)) and temperature (Fox (1996), Fox and
Yeung (2003)) has been studied. Based on the extension pro-
posed by Simonin et al. (1993) concerning the fluid veloc-
ity along the particle path, the fluid temperature is modeled
in the same way. A velocity-temperature Langevin equation
system is used for the undisturbed fluid velocity and temper-
ature seen by the particles. As the subject of this work is
the gas-particle heat transfer in an isovolume homogeneous
isotropic turbulence, the Langevin equations are written in
this case :
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where

A
Q k
and

A
 are independent Wiener process.
Model coefficients
'1Q k
,


Q k
and

 can be linked to
the turbulent fluid statistics. It is not detailed in this paper
because they are not found in the fluid-particle velocity or
temperature correlations. In this work, forced homogenous
isotropic turbulent flow is considered and a classical form of


ﬂQ k N
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where

 is the Kolmogorov constant,

 the fluid dissipation
rate and  the fluid turbulence kinetic energy. Couzinet et al.
(2006) have been studied a coupled velocity-temperature
Langevin equation system to model Lagrangian fluid tem-
perature along fluid element in the same gas flow configura-
tion. The coefficients of temperature Langevin equation have
been determined using DNS results. In first approximation,
it is possible to model

 by


S
U
^
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(
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Similarly to the previous paragraph, the second and fourth
R.H.S. terms of the pdf kinetic equation (1) can be rewritten
with the equations (13) and (14)
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With the assumptions (11), (12), (17), and (18), the pdf ki-
netic transport equation is completely closed. In the gas-
particle flow statistical description two ways are exisiting to
solve the problem : by solving directly the pdf equation via
Lagrangian approach or by computing various order moment
derived from joint fluid-particle pdf. These moments are gov-
erned by transport equation which are presented in the next
section.
5 Eulerian approach
Now, moment transport equations are being obtained from
the pdf kinetic equation. Given that statistical macroscopic
properties of dispersed phase are obtained by integration
over the fluid and and particle velocity and temperature
spaces, first and second order moments of particle velocity-
temperature are written as
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Where 

is the particle mean number density, 
ﬂQ N
and

the particle mean velocity and temperature,  	 the particle
temperature variance and
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Particle moment transport equations
The transport equation of particle temperature variance is di-
rectly derived from the integration of pdf transport equation
multiplied by 
87<1
U
8?ﬀ7<1
U
8?
over the fluid and par-
ticle velocity and temperature spaces.
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The first R.H.S. term corresponds to the turbulent dispersion
term, the second one corresponds to the production of tem-
perature variance by the particle mean temperature gradient,
and the last one corresponds to the interphase transfer term.
The transport equation particle thermal turbulent flux
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W
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

is an important quantity as it is participating in the
transport equation of particle mean temperature and particle
temperature variance. It is written from the pdf kinetic trans-
port equation multiplied by 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. It is
governed by the following transport equation
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Similarly to the particle temperature variance, the first R.H.S
term corresponds to the turbulent dispersion term, the second
one and the third one correspond to the production due to the
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particle¤ mean temperature gradient and due to the particle
mean velocity gradients. At last the third and the fourth ones
correspond to the diffusion terms.
The knowledge of fluid-particle correlations is needed to
close these particle moment transport equations. As particle
moment equations have been integrated, the fluid-particle
temperature covariance and cross flux can be obtained from
the pdf kinetic equation.
Fluid-particle moment transport equations
As it has been written for the particle velocity and temper-
ature, first and second order fluid-particle moments can be
linked to the probability density function 6 

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With a similar integration of pdf transport equation multi-
plied by 
87<1
U
8?ﬀ7<
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U

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?
, the fluid-particle tempera-
ture covariance transport equation is written
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The first R.H.S. term corresponds to the turbulent dispersion
term, the second and the third ones correspond respectively to
the production due to the particle mean temperature gradient
and to the fluid mean temperature gradient, the fourth and
last ones corresponds to destruction and interphase transfer
terms.
Finally, the equation of the two fluid-particle cross heat flux
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Figure 1: Compensated spectrum of the temperature vari-
ance computed from the run A on the top and from the run B
on the bottom.
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Although the main topic of the next part is focussing on the
particle moments and the fluid-particle covariance, it seems
so interesting to show how all the second order fluid-particle
velocity-temperature moments are closed with this approach.
Moreover, these fluid-particle cross heat flux will be mea-
sured using DNS/DPS simulations as each of them is taking
place in the different moment transport equations.
DNS/DPS of gas-solid turbulent flows
The local governing incompressible Navier Stokes and tem-
perature transport equations are
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where )  is the fluid velocity or the fluid fluctuating velocity,

 the fluid temperature -  the density,   the pressure,  
the kinematic viscosity,
¨
 the thermal diffusivity.
The present fluid flow configuration corresponds to an ho-
mogeneous isotropic turbulent velocity field interacting with
a fixed uniform mean temperature gradient. The fluid tem-
perature is considered as a passive scalar and the gas den-
sity is not varying. In the computational code JADIM tem-
perature transport equations are integrated in space, using a
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Turbulence A Turbulence B
Grid ª~« ¬[­#®B« ¬[­#®B«
Box size ¯° (± ) ²G³ ¬[­#® ²G³ ¬[­#®
Mean temperature gradient ´ (µ¶³ ±¸·b¹ ) ¬ ¬
Reynolds number º»¼ ½#® ¬#¬[²
Prandtl number vŁ _B2 ¾ _B2 ¾
Kolmogorov timescale (¿ ) À8Á ­#®G³ ®Â¬[²ﬂ· « Ã ³ ½#ÄÂ¬[²ﬂ· «
Kolmogorov microscale Å;Á§Æ#¯° ÇG³ Ä#²Â¬[²ﬂ· « ­G³ Ã ÇÂ¬[²ﬂ· «
Corrsin-Obukhov microscale Å;È:Æ#¯° ÄG³ ®#®Â¬[²ﬂ· « É ³ ®#ÇÂ¬[²ﬂ· «
ÊOËbÌRÍ
Å;Á ¬#³ ®G¬ ¬#³ ¬[½
Fluid kinetic energy (±~ÎÏ³ ¿#·ÐÎ ) ÑBÎÒ ½G³ Ó#ÇÂ¬[²ﬂ· « É ²G³ ½Â¬[²ﬂ· «
Viscous dissipation rate (±
Î
³ ¿
·
« ) Ô Ò ¬[®G³ É ²Õ¬[²
·
« ¬[Ä#ÓG³ ½Â¬[²
·
«
Temperature variance (µÎ ) ÑBÎ
È

½G³ ½#²Â¬[²ﬂ·AÖ ½G³ Ä
Ã
¬[²ﬂ·AÖ
dissipation rate of temperature variance (µÎ³ ¿#·b¹ ) ÔÈ  ½G³ ®#ÄÂ¬[²ﬂ·AÖ ¬[­G³ ÄÂ¬[²ﬂ·AÖ
Integral length scale ¯§Æ#¯° ²G³ ¬[² ²G³ ²#®#®
Taylor microscale ×;Æ#¯° ²G³ ²#Ä#² ²G³ ²#Ç#Ç
Dissipation timescale (ØÙÑ
Î
Ò
Æ#Ô
Ò ) ÀﬂÚÛÆ#À8Á ¬ É ³ Ã ­ ­#²G³ ¬[­
Eulerian integral timescale ÜIÝBÆ#À8Á ½G³ Ã Ä ®G³ É#É
Lagrangian integral timescale Ü ¼ Æ#À8Á ÄG³ Ç Ã ½G³ ­#Ç
Thermal dissipation timescale (ØÙÑ
Î
È

Æ#ÔÈ
 ) À È
Ú
Æ#À8Á
É#É
³ Ç#½ Ä#ÇG³
Ã
­
Thermal Eulerian integral timescale Ü
Ý
È
Æ#À8Á ®G³
É#É
®G³ ¬[½
Thermal Lagrangian integral timescale Ü ¼
È
Æ#À8Á ¬[²G³
Ã
® ¬[ÇG³ Ç#²
Dissipation timescale ratio (ØÙÀ È
Ú
Æ#ÀﬂÚ ) ºqÚ ­G³ Ç#² ­G³ Ó É
Lagrangian timescale ratio (ØÙÜ ¼
È
Æ#Ü
¼ ) ºv¼ ¬#³ Ã ½ ­G³ É ¬
Table 1: Statistics and properties of the turbulent fluid flow computed by DNS.
finite volume method with a second order centered scheme
Magnaudet et al. (1995) and solved in time with an explicit
second order Runge-Kutta method. The turbulence is sus-
tained by applying a stochastic forcing scheme proposed by
Eswaran and Pope (1988) and implemented in JADIM by
Février (2000). The computational domain is a 3D box with
periodic boundary conditions for the velocity field. Because
of the mean gradient imposed in the
M

direction, the ther-
mal field is not periodic in this direction. So, according to
the periodic boundary conditions for the temperature fluc-
tuation field, the temperature fluctuation transport is written
from (35) and solved,
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where ß
Sáàâ
>ã
à1ä1å
is the mean gradient imposed. The
length of the computational box is noted æqç . Simulations
were performed with air (kinematic viscosity and density
are respectively taken  
S
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s
¾è^E_#`!é
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2 ê8`

and - 
S
^B2 ^E¾¦ë#ìA2

`!i ). Fluid statistics and properties of homoge-
neous isotropic turbulence are summarized in Table 1. The
turbulent fluid kinetic energy and the temperature variance
are defined by:
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The viscous dissipation rate balancing with the energetic pro-
duction due to the stochastic forcing scheme applied and the
temperature dissipation rate balancing with the production
due to the mean gradient imposed are defined by :
î

S


ﬁ

7
K
W


Q k
KLMON
C
K
W


Q N
KLM§k
?

 (39)
î
Ï
Sï¨


K



KLMON
K



KLMON
 (40)
The quality of the Direct Numerical Simulation is ensured
by the resolution of the smallest length scales of the non-
isotherm turbulent flow. The smallest length scale for the
dynamical (respectively thermal) field is the Kolmogorov
length scale (respectively the Corrsin-Obukhov length scale)
[Tennekes and Lumley (1972)] :
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At Prandtl number vŁ cg^ , a good resolution of the dy-
namical field is sufficient to ensure the accurate resolution of
the thermal field because the Corrsin-Obukhov length scale
is smaller than the Kolmogorov length scale. In the con-
sidered configuration, fluid is air and the Prandtl number is
vŁ
S
_B2 ¾ . The condition ëﬂö÷ ä ðyñùø ^ (where ëﬂö÷ ä is the
largest wave number of the simulation) is well respected in
our simulation. The Figure 1 shows the compensated spec-
trum of temperature variance by the Corrsin-Obukhov decay-
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Figure 2: Mean particle temperature (left) and mean fluid temperature viewed by the particle (right) cut-aways computed from
the run A2 at t=0.003s (-), t=0.009 ( UdU ), t=0.03s (- ú -), and t=0.18s( ú ). ! 

S
_B2
ﬁ
 at the top and
! 

S
ﬁ
2  at the top.
ing law in the inertial wave number range which is defined by
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The Corrsin-Obhukov constant
ÂZRY
computed from the DNS
data is 0.67 for the run A and 0.7 for the run B . It presents a
good agreement with the value
ÂZRYS
_B2
wEû given by Batch-
elor (1988). Moreover, the inertial range is clearly larger
for the simulation B where the turbulent Reynolds number
is greater.
The non-isothermal dispersed phase, suspended in this tur-
bulent flow, is composed of ]¦ü
S
v^E_Eé . It is computed by
Discrete Particle Simulation. According to the assumptions
given in the previous part concerning to the dispersed phase
properties, the equations set (2), (3) and (4) is solved in time
by an integrated Runge-Kutta method:
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where
=A
,
)

and 

are the particle position, velocity and
temperature. ) 10

and  10

are the fluid velocity and tem-
perature at the location of the particle undisturbed by the
particle. They are obtained by interpolation of the Eulerian
fluid velocity and temperature computed by DNS at the po-
sition of the particles. These interpolations are realized us-
ing a Shape Function Method proposed by Balachandar and
Maxey (1989). To evaluate dynamical and thermal interac-
tions between turbulent flows and particles motion and tem-
perature, two dimensionless parameters Stokes number
! 
Run A1 A2 B1 B2
Density -


-
 3462 1731 1731 4327
Diameter




ðyñ 0.3 0.15 0.25 0.11
Stokes number St 3.29 0.45 1.16 0.26
Table 2: Particle dynamical properties for different gas-solid
simulations computed. A and B correspond to two reference
runs of fluid turbulent flows.
and thermal Stokes number
! 

are defined.
! ýS
.
87
{q|
qS
_
?
%
(
(44)
! 

S
.


7
{q|
qS
_
?
%
(

(45)
Where
%'(
and %'( are dynamical and thermal fluid La-
grangian timescales. Asymptotic states corresponding to
fluid elements (! qþ _ and ! 

þ
_ ) and very heavy parti-
cles undisturbed by the turbulent flow (! ß ^ and ! 

ß
^ )
will be studied, and a two-scale parametric study will be re-
alized.
Results and discuss
The focus of the current gas-particle simulations is on the
thermal interactions between the dilute dispersed phase and
non-isotherm turbulent flow. In fact, two different particles
classes are simulated for each turbulent flow (A and B) com-
puted. Properties of the four simulations are summarized in
the Table 2. These simulations are composed of four steps :
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Figure 3: Balance of the exact particle temperature variance
equation from the run A1 on the top and B2 on the bottom.
Production due to the mean particle temperature gradient (   )
and minus the dissipation term (  ).
-Direct Numerical Simulation of homogeneous isotropic tur-
bulent flow checking statistic period time to ensure the dy-
namical properties of turbulent flow.
-Direct Numerical Simulation of fluctuating temperature
transport is computed and stationary state is reached.
-Direct Particle Simulation of dispersed phase is computed.
-Particle thermal statistical properties are realized.
Mean particle and fluid temperature profiles are plotted on
the Figure 2 for the run A2. The first row corresponds to
! 

S
_B2
ﬁ
 while the second row corresponds to
! 

S
ﬁ
2  .
At t=0s, corresponding to the beginning of the third step,
the mean fluid temperature gradient viewed by the particle
is equal to the mean gradient imposed. This figure shows
the response of the particle temperature field to the fluid one
starting this instant. The smaller
	
, the faster the particle
temperature mean gradient relaxes to the fluid one imposed.
But at the stationary state, statistical particle and fluid tem-
perature gradients are self-same in the two cases (! 

c
! 
or
! 
c
! 

).
Next, for a given Stokes number, thermal Stokes number
parametric simulations are realized by changing the particle
specific heat. These numerical experiments allow to charac-
terize the mechanism of thermal exchange between fluid and
particles for a fixed dynamical turbulent flow.
5 Dispersed phase statistics : balance of the exact par-
ticle variance transport equation
The objective of this part is to compute from the simula-
tions results the different terms which appears in the variance
and covariance particle temperature exact equations (23) and
(30). As a consequence of the present homogeneous turbu-
lent flow, the triple correlation of velocity-temperature is a
zero value. So, for the the particle temperature variance, at
the stationary state, equilibrium is existing with the produc-
tion term due to the exchange with the mean temperature gra-
dient and the interphase dissipation term









 

vS



Þ




Kb
KLM

(46)
Where Þ 
S
W

ﬂQ

is the particle fluctuating velocity compo-
nent in the
M

direction. The production term due to the mean
temperature gradient is increasing with the thermal Stokes
number significantly when the Stokes number value is large
as it is represented on the Figure 3. The computational errors
is include in a range of 2%-6%.
5 Particle temperature variance and turbulent heat
flux
In the particle temperature variance equation (23), the inter-
phase transfer term can be rewritten by

W

ﬂQ k
7


U

10

.


?

vS
^

.



W

ﬂQ k
7



U


10

?

 (47)
Where the mean particle thermal relaxation time is defined
as

.


S



	

`


. So, the particle temperature variance can be
written in terms of the fluid-particle temperature covariance
an the turbulent heat flux
ﬁ



	
S


	
U
ß

.



Þ






 (48)
The Figure 4 compares  	 computed from the DNS/DPS re-
sults from runs A1/A2 and B1/B2 and the correlation given
by the equation (48) for several thermal stokes number in
a medio test approach (see Singh et al. (2004)). For a
large range of thermal Stokes number values, the simulations
present a good agreement. A direct consequence taken from
the equation (48) is the larger the thermal Stokes number, the
larger the particle temperature variance. In opposite, when
the thermal Stokes number is very small, the particle temper-
ature variance fit to the fluid temperature variance. However,
in this limit case, the equation (48) lead to believe that it is
close to the fluid-particle covariance if the particle thermal
turbulent flux  Þ





is finite. So, the fluid-particle covari-
ance and particle flux dependence to thermal stokes number
is the focus of the next parts.
As the mean thermal particle relaxation time is defined, the
mean particle dynamic relaxation time can be introduced as

.
¢S



	

`


and the following diffusion terms which are
found in the particle heat flux can be rewritten as



7
W

ﬂQ k
U
W

10
ﬂQ k
.

?

vS
^

.




7
W

ﬂQ k
U
W

10
ﬂQ k
?

 (49)
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Figure 4: Temperature variance measured from DNS (o) compared with the one given by the equation (48) (  ).
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According to the flow configuration, the particle thermal tur-
bulent flux reduced to the flux component in the gradient di-
rection  Þ    

. Assuming the two previous identities and
the mean velocity flow are zero, the particle heat flux can be
written from the equation (32)

Þ





 S
^
^
C

	


	

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



10



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^
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
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
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
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
	
ﬁ
t


 (51)
The particle kinetic energy  can be substituted by Tchen
and Hinze relation



S


10

%'(
%
(
C

.
 (52)
In a medio approach, the fluid-particle cross thermal flux are
measured from DNS/DPS to compute the equation (51). In
the Figure (5), the particle thermal turbulent flux and the
fluid-particle cross heat flux normalized by the fluid ther-
mal turbulent flux are represented for the run A1. First,

Þ


10



is reaching a constant value for all thermal Stokes
number because the particle dynamic field is the same for all
the simulations. Next,  Þ 10





is decreasing with the ther-
mal Stokes number while the particle thermal turbulent flux
is increasing. They are reaching same level around thermal
Stokes number is unity.
With these measurements, the particle thermal turbulent flux
normalized by the fluid thermal turbulent flux viewed by the
particle is plotted on the Figure 6 for the runs A1 and B2
and it is compared with the relation (51) and presents a good
agreement. For the low Stokes number value, the particle
thermal turbulent flux is relatively constant with the ther-
mal Stokes number and is close to the fluid thermal flux.
In contrast, for the large Stokes number value, the particle
thermal turbulent flux differs more significantly than the pre-
vious case with the thermal Stokes number. Indeed, at the
small thermal Stokes number, the particle thermal turbulent
flux becomes smaller than the fluid one. Anyway, the particle
turbulent flux is bounded in all cases what it is entailed that
particle temperature variance tends towards the fluid-particle
temperature covariance when the thermal Stokes number is
very small. The next section reports on the thermal Stokes
number parametric study of fluid-particle temperature covari-
ance.
5 Modeling of fluid-particle temperature correlations
The fluid-particle temperature covariance is found in the par-
ticle temperature variance equation and has to be modeled.
In the present flow configuration, assuming the mean parti-
cle response times, the fluid-particle temperature covariance
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Figure 5: Exemples of particle thermal turbulent flux and
fluid-particle cross heat flux measured from DNS/DPS (run
A1),  Þ     (o),  Þ   10    (  ) and  Þ 10     (   ) normal-
ized by the fluid thermal turbulent flux.
equation (30) can be simplified by
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Finally, when the stationary state is reached, the fluid-particle
temperature covariance is written with the following specific
form
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Where the mean thermal Stokes number is defined by

! 

S



	
	


. The fluid-particle thermal cross flux  Þ   10  

does not
depend on the thermal Stokes number as it is shown in Figure
5. For a given Stokes number, this cross flux is constant and it
is measured from DNS/DPS simulations. In contrast, the one

Þ

10





is changing with the thermal Stokes number. To
compare the fluid-particle temperature covariance measured
from simulations with the correlation given by (54) this cross
flux can be measured from each simulation or by taking the
covariance limit when

! 

tends toward infinite. So the con-
stant C is obtained by
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The cross flux limit is taken from the simulation where the
thermal Stokes number is the largest. With this value, the
correlation given by the specific form (54) is plotted on fig-
ure 7 and compared with Lagrangian statistics. The larger the
Stokes number, the smaller the constant C and it tends toward
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Figure 6: Particle thermal turbulent flux measured from
DNS/DPS (o) and computed from the equation (51) (  ).
Run A1 on the top and run B2 on the bottom
unity when the Stokes number is very small. For all Stokes
numbers, the fluid-particle temperature covariance is close to
the fluid temperature variance when the thermal Stokes num-
ber is very small as we had shown for the particle temperature
variance.
Conclusions
Direct Numerical and Discret Particle Simulations are used to
measure fluid and particle temperature variance and turbulent
flux in non-isothermal gas-solid turbulent flows. Two scales
parametric study based on thermal Stokes and Stokes num-
bers are realized building up a constitutive DNS database.
In the framework of gas-particle turbulent flows stochastic
modeling, microscopic pdf transport equation is written and
second order moment transport equations are derived. In
a medio approach, particle temperature variance and fluid-
particle temperature covariance are tested with the correla-
tions measured by DNS/DPS simulations. A
! 

depend cor-
relation is found for the fluid-particle temperature covariance
which is varying with Stokes number. The next step lies on
the fluid-particle temperature cross flux modeling aiming to
propose a model for the fluid-particle temperature covariance
and particle variance in terms of the turbulent fluid statistics.
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Figure 7: Specific form of fluid-particle temperature covariance given by equation (54) (ligne). Correlations measured from
DNS/DPS statistics runs A1 and B1(o), runs A2 and B2 (   ).
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